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和 发 展 。 电 子 计 算 机 的 名 现 和 和 发展， 恒 有 限 元 法 在 许多 实际 问题 
中 的 应 用 变 成 了 现实， 并 具有 上 НУН ке 
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导致 写 这 本 书 的 动机 ， 来 自在 工程 、 气 象 、 地 质 和 地 理 ， 物 
还 以 及 数学 等 许多 领域 给 学 生 淖 授 多 年 的 有 限 元 涵 程 。 由 于 我 是 
在 大 学 和 工 电 部 门 的 学 生 和 同事 的 一 个 主管 和 顾问 ， 他 们 要 求解 
管 许多 有 关 有 限 元 方法 的 数学 概念 ， 这 使 我 获得 了 经 验 ， 有 助 于 
我 介绍 解 算 许多 科学 研究 和 工程 领域 出 现 的 微分 方程 的 基本 技 
车。 我 与 耶 些 在 国体 力学 和 结构 力学 方面 无 基础 乌 误 的 学 生 们 的 
许多 讨论 ， 导 致 我 决定 写 一 本 书 。 它 应 该 弥补 一 些 著作 中 相当 不 
3E ВУ ЕА. | 

хъжевавкжниио TER НО EAE X E E НЕ 
帘 生 而 写 。. 然 而 ， 材 料 力 学 。 流 体 流 重 及 热传导 方面 的 额外 课程 
(或 对 于 所 涉及 前 课题 ) 应 该 使 学 生 对 本 书记 讨论 的 实例 感到 比较 
轻松 。 | 

在 这 本 书 中 ， 有 限 元 法 是 作为 解 微 分 方程 的 变 分 基本 技巧 来 
介绍 徇 。 以 一 个 等 效 的 变 分 方程 代替 由 微分 方程 所 描述 的 一 个 连 
续 的 问题 ， 其 近似 解 假 定 为 近似 函数 ,的 级 性 组 人 台 Ес) ӘЖ 
cy 册 有 关 的 变 分 方程 式 确 定 。 有 限 元 方法 为 推导 对 于 简单 的 子 域 
竟 近 似 关 数 握 供 了 一 个 系统 的 方法 。 用 子 域 可 以 表示 一 个 几何 上 
复杂 的 域 。 在 有 限 元 法 中 ， 该 近似 通 数 是 分 段 的 多 项 式 〔 妈 该 多 
ИУДЕЕВ ЕТ, АТН), 

本 殿 采 用 的 方法 有 时 介 乎 纯 数 学 方法 和 结构 力学 方法 之 间 。 
从 我 作为 一 全 工程 师 和 自学 应 用 数学 的 亲身 经 验 ， 我 知道 。 如 日 
已 扼 一 个 “公式 ”。 但 古 对 于 这 个 问题 及 其 近似 性 没有 较 深 的 洞察 
力 ， 可 能 会 出 现 多 么 不 举 移 后 困 。 即 使 是 最 完善 的 理论 导致 的 某 
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深 的 数学 。 然 而 ， 在 第 一 章 和 第 二 章 中 包括 起 码 的 数学 方法 需 来 
是 必要 的 。 在 第 二 章 中 恬 别 注意 变 分 式 的 构成 。 央 为 这 种 练习 在 
微分 方程 的 有 限 元 式 中 反复 山 现 。 本 章 涉及 二 个 方面 ， 第 一 ， 造 
择 符 合 边界 条 侍 的 近似 函数 ， 第 二 ， 蓝 得 用 待定 参数 表示 的 代数 
FERJE. AE, BETRA EERE AAA гар 
WE XEM ЕТУУ Е, m НИЕ 54 НЕ gË 3835 ТЈ РЕЖИМ 
系统 方法 ， 它 是 有 限 元 法 的 主要 特点 。 

第 三 音 和 第 本章 在 介绍 有 了 上限 元 方法 时 ， 我 们 回避 传统 的 国体 
HARE, MRA WODE Dk. “ӘЛЕГЕ Бі 
RARA SE HRE., А ЕАН, 4 BH 283 
身 的 基本 情况 。 由 于 太 量 的 物理 问题 可 用 二 阶 或 四 阶 常 微分 方程 
”来 描述 (第 三 章 ) 或 用 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 描述 (第 四 章 )， 我 们 对 有 
限 元 的 公式 、 揪 值 函 数 的 推导 以 及 用 这 些 方程 式 描 述 的 问题 的 解 
给 对 了 较 大 的 关注 ,一 些 有 代表 性 的 例题 都 是 取 自 各 种 工程 实际 ， 
并 依据 热传导 、 流 体力 学 和 和 固体 力学 理论 。 由 于 本 书 是 用 来 作为 
有 限 元 法 的 基本 课程 的 教科 书 ， 繁 非 线 性 问题 、 壳 体 以 及 三 维 分 
桥 高 等 课题 均 将 省 去 。 0 

由 于 有 限 元 法 的 实际 应 用 最 终 取 决 于 你 在 数字 计算 杭 上 实现 
该 方法 的 能 力 ， 书 中 设计 的 例题 和 习题 引导 读 次 四 计算 机 实际 地 
计算 各 种 问题 欧 解 。 第 三 章 和 第 四 章 中 提供 了 用 计算 机 实现 有 限 
元 法 的 详细 论述 。 介 绍 了 三 个 标准 程序 (FEM1P，FEM2D 和 
PLATE,， 并 通过 儿 个 重子 来 说 明 其 应 用 。 这 些 计算 机 程序 很 容 
Einer, МӘСЕЛЕН 5 Ву ЗЕ ЕНІН ШІН ІН VETE BU. 
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每 章 后 列 了 许多 参考 书 和 研究 论文 。 
在 第 一 次 阅读 本 书 时 ,有 些 章节 可 不 看 (这 些 章 闻 加 了 了 旦 导 )， 
到 需要 时 再 去 读 。 
рн, ÆBLE F 24323, 
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1-1 概述 


自然 界 中 不 论 是 生物 、 地 质 述 是 力学 的 每 一 现象 、 实 际 上 都 
可 代 助 于 物理 定理 ， 按 照 与 各 种 主要 量 祖 联系 的 代数 方程 、 微 分 
方程 或 积分 方程 来 描述 。 确 定 具 有 奇特 形状 的 孔 润 、 许 多 加 劲 村 
以 及 承受 静 力 、 热 力 和 空气 动力 的 一 个 压力 容器 中 前 应 力 分 布 ， 
误 明 在 海水 或 空气 中 污染 物质 的 浓 庆 ， 以 及 为 了 求解 并 预示 形 城 
龙卷风 和 雷暴 责 的 机 理 而 模拟 大 气 中 的 气候 ， 这 些 都 是 许多 重要 
实际 问题 中 的 蕊 直 例子 。 推 导 这 些 问 题 的 控制 方程 式 虽 然 不 是 十 
分 的 困难 ,但 要 用 精确 分 析 方 法 对 它们 求解 却 是 一 个 束 手 的 任务 。 
这 时 ， 近 似 分 析 方 法 提供 了 求解 的 另 一 种 手段 。 在 这 些 近 似 方法 
中 ， 有 限 差分 法 和 变 分 法 ,诸如 Ritz 法 和 Galerkin 法 ,在 文献 中 部 
是 最 经 常 采用 的 。 

在 一 个 差分 方程 的 有 限 差分 近似 式 中 ， 以 医 商 来 代替 方程 式 
中 网 导数 ， 该 差 商 包含 了 在 域 中 各 个 网 格 点 上 解 得 的 值 。 引 入 边 
给 条 件 后 解 这 些 方 程式 ， 可 得 各 网 点 处 的 匆 信 。 有 限 差分 法 在 慨 
TERRE, (атан, JR) agito OE DUI SE 
ЗК Ый. УЗЕ ВЕ З ETIA B АЕ. ЛШ Ed Seng 
ИЕ УРАНЫ) ЖОЗЕ ЖОЕ лак, 

在 微分 方程 的 变 分 解 中 ,将 微分 方程 换 成 一 个 等 效 的 变 分 式 ， 
然后 假定 其 近似 解 为 已 知 的 近似 阔 数 $j 的 组 合 СЕ0уф,), 86 c, 
按 变 为 式 确定 。 变 分 法 的 缺点 是 对 于 具有 任意 域 的 问题 难以 建立 
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近 位 函数 。 

жн РЕЖ БЕТ ЖЕ ЕЕ ИТИ ОРОК, БОН ТЕЛЕ 
了 变 分 法 的 困难 。 这 个 方法 优 于 其 它 方 法 , 它 具 有 两 个 基本 特点 : 
第 一 ， 以 一 批 有 几何 上 简单 的 于 域 ( 称 为 有 限 元 ) 麦 示 一 个 几何 上 复 
杂 的 域 ， 第 二 ， 对 每 一 个 有 限 元 运用 基本 的 概念 推导 近 伺 函数 。 
这 个 概念 是 用 一 全 线性 的 代数 多 项 式 组 合 来 表达 一 个 任 一 连续 的 
км, AEREA ЕНІМ, МІН ЖЕ ЗІН Ж. 
НОС DAE Bo ЛЕЛЕ HEB ЗБЕН (例如 Ritz 法 和 
吉 权 残 数 法 )。 其 中 ， 近 似 函 数 是 代数 多 项 式 ， 而 待定 参数 代表 边 
界 上 和 单元 内 部 有 限 个 囊 定 点 ( 称 汶 节点) 处 的 解答 值 。 由 插值 法 
理论 可 以 发 现 插值 画 数 的 阶 数 (或 次 数 ) 到 夹 于 单元 中 节点 的 数 
目 。 
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ЈЕ а Ба кво НК де ИШИ, HT EA РЕНО 
Жа. АПЕНИНКЖЯ- AA T 2228 [B BS ЈЕ 
Jok4 SE лін. ВИНЕ ЕЛЕНЕ, ВАШИ z {Н 
几乎 精确 到 40 位 数字 。 在 现代 „ЛАЖИ РЕ ЋЕТЕ T j ІШІ УІН ЕН? 
БИЛЛ, Ж ЯП PL РНЕ PE EVE 32 38 эт: I HJ UJ BOT АСЕН 27 19414 
Hrenikoff PEIB f PriBb Нь, CT pup ЗЕ Е-Е 
нЕ, -ATi ЈЕ ЛЖ Et ë Sk РЕ ЖЕ ЫГ ВОН oe Ja P E 
Courant (1943) ЧЕ Е, Courant В T —£8 = 1 2 51384» 
热能 原理 去 分 析 St. Venant НАЙ, Ж ЕНгел ко (1941) 
和 和 Courantt1943) 的 著作 中 可 以 找到 有 限 元 法 的 肯定 的 关键 特性 ， 
正式 镜 有 限 元 法 的 文献 则 应 归功 于 Argyris 和 Kelsey(1960), 以 及 
Hg- Turner, Clough., Martin 和 Toppt1956), 然而 “有限 元 "这 个 
冲 词 是 Clovgh 于 1960 年 第 一 次 合用 ,从 此 以 后 ,有 良 元 应 用 的 著作 
按 指 歼 规 律 地 增 凶 ， 现 在 有 许多 杂志 主要 地 致力 于 有 限 元 法 理论 
BJ = Bë ЖИ py ЈЕ ЖЕР SH BJ ЖЕН ЕЖЕ, ГЫ 
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1-53 ”有限 元 法 的 基本 概念 


本 节 通过 两 个 例题 来 介绍 为 在 限 元 法 打 基 础 的 基本 概念 。 

1. ЯЛ ЖИЙЖ и, 

2. Wh БАШ ЕН RE CER J Вл. 

1-3-1 ii 

ЗЕ 05 DI — Jib — fe 3E KOR ke R BJ — ДЕ BS Tf 
ж, (БЕ ЗЕН АИ DURÁX IREE A = ЯН BS TEL fH 
Вже, MELD. ПЕН НД E: HI T om АИ = ЈИ 
面积 的 总 各 。 捍 然 这 是 一 个 很 普通 的 例子 ， 人 说 明了 有 限 元 法 的 
一 些 { 不 是 全 部 ;概念 ， 我 们 将 概述 计算 近 亿 面积 的 步骤 。 为 此 ， 
介绍 一 些 用 于 任 一 问题 的 有 限 元 分 析 的 水 请。 

1. 有 限 元 离散 化 。 首 先 将 连续 的 区 域 ( 即 贺 ) 看 作 是 有 限 个 
数目 п 的 子 瑾 (比方 说 三 角形 ) 的 集合 。 称 之 为 用 三 角形 将 域 离散 
化 。 将 每 一 个 子 域 称 为 单元 ， 将 单元 的 集合 称 为 网 格 。 在 上 述 情 
兹 下 ， 我 们 将 圆 务 成 为 5 全 Сн Бә ЖЕН, ЗВЕР ЕН 
化 示 于 图 1.1o。 由 于 所 有 单元 尺寸 相同 ， 称 该 网 格 是 均 名 的 网 格 。 

2. 单元 方程 。 取 电 一 个 册 型 的 单元 ( 即 三 角形 Te)， 并 计算 
其 性 质 { 即 面积 }。 我 们 将 引入 单元 的 基本 方程 《 即 计算 面积 的 方 
程式 ) 来 计算 要 求 的 特性 。 在 网 糙 1 中 ， 令 单元 < 的 而 积 为 a:， 在 
2н, x PRÉC € ЖЯ e, шил 
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合 依 据 于 简单 的 想法 ， 即 集合 的 单元 的 总 面积 等 于 各 个 单元 面积 
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图 1.1 БН 227 
(а) 大 有限 让 离散 化 (0) ИМТ, (со AA ЁОЛ ЇЕ 


А = > а, А, == ха, (1,2) 
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JE 
АГ? -n—— 5 зт-=— АС? 2nR*tan - (1.3) 


4. гб ЕП E SER LEE YX ph за 89 [i] C T 112018 521088 
вт. A.-cR^. ВИА А ЗЕТИ ЕНТ НА, LUEN н-ксо 
НА ux rff oU “РЭН S. 22:82 А пе R t ATL ICT. Ba 
形 之 差 ， 

= | Sa – а, | еъ = |S — 0, | (1.4) 


Җир, S.= 2-0 заета. вик, IRH LE ОИ 38 


元 其 误差 为 ， 
=: = к (= sin e) 
| т т (1.5) 
e, = R? (tan ( —) _ 7 
пре ІҢ ЛИАЗЕ СУ), 
E" = Fš (r- Ss 4 in 57) = нк" — Ain | 
(1.62 


- — : -. = ny z 
E:n'= R (тап ($) x) A". TR 
现在 来 证 明 E! 和 E, 随 n* 吕 而 趋 近 于 零 。 令 += 2, 8 
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1.2 ЕЯ 1 B 0016 8 BELIEBTE 
(a) Ед, (б) ЖЕНИЯ АЛИЯ, (с) 有 
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мана, ЖЕ АЕ ЈИ РА Tu = ЖЕРТВА, 
ЭЛ 41. 22а. ЛЕМ , 近 仙 计算 的 误差 下 其 解 是 不 
. МУ. ЖМЕЖ. АНЖУ ЛГЇЕЭЖЛ TRAAN., A e, 
ТЕ 7j па ЛЕ РЭН ЛЭ АНИ. 对 例题 的 进一步 解释 (Ud 
1-3-3. 

1-3-2 АВ: 

Эй, ТЕШ xt — iE SE ЕЕ Py R t Ph: а л ЕДЕ 5 — ЊЕ 
Ж. ЕЪР ЖЕЛ ЗЕ ВЕ АТАР ПЕТ — У S ПО ДЕ EL Н a НЕ 
AM БАО Ж U ИЧИ, Па Р НЫ ЖИ ИГ ЇР. ЖЖ 
Ен, RA BREDDA СО АЕ) 共有 简单 形状 的 几 个 
部 分 (单元 )。 访 简单 形状 的 质量 和 质量 中 心 《 单 元 特性 ) 很 易 算 
得 。 运 用 Yarignon JEEN 《单元 特性 集合 的 基 标 原理 м, 
1,384) 可 以 求 得 整个 物 虱 的 质量 中 心 ， 

(еп, + тен T h.) Х нм, + fn, 
Ан, ХО Я Второто ван, m ТЕ ОУ ЛЖ, 
ХЕ ЭОЕ ЕЭ НЭЭ ТМ RE. AIT EAT MS ЖИВЕ ЭР Л» В 2 
Му, Яя, УР, нэх НАК, dd 
анык. Ш, РЕ. ЖЕН ПН. МЕ. 

24 — ДУ 28 xE EE] ВАЊА ВВ Чї ЗА ВЈ ЛИН ЛВ слон, 
nf ЖИЛЕ УЕ S i BL i явно, ТЕЗЕ ЈИЗАЧШ ЛАЖ 25 
ВЕРЕ. ЕЯ АРУ, ВЕЕТ. ЗВ Ш ЯН 8) 
重心 (2, p ШЕЯ. ТЕЗЕ НАЈ АЕН ЕР НА ОН Ar. 
的 长 条 ， 第 i 个 长 条 的 面积 为 A; = Дот, 由 于 hh 是 长 条 的 平均 高 
度 ， 因 此， 面积 4; 是 实际 长 条 面积 前 近似 值 。 应 用 力气 法 则 可 求 
得 该 域 重心 的 坐标 ， 

А.ж, СА И, 
2 i у= узд, 
Ан РР РВ КЕЕ ДЫН БОХ Л Е HB AERE. 

МЕ. ШЖ {ЫН КРВНЕ НЕ Все ЕН ИН (或 长 条 宽度 的 

жор) ШЕШ, ЛИ У) T Bi SS kal, ЖЕР cH Ez ЈЕ, 
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我 们 可 区 选用 任何 尺寸 和 和 企 意 形状 的 单元 来 近似 给 定 的 面积 ， 以 
满足 精度 要 求 。 


图 1.3 按 组 省 健 区 方法 和 Varignon 法 则 计算 质量 中 心 
са) Am fi ВН; (Б) 不 规则 面积 的 中 心 


a JZ. 


1-3-3 ЕА ГЭ Х 

БО И) лан ER ЖЕТИНЧИ Y Аз ОН) ЛЕ ЖААП, АН DESI Ty To ЭР 
还 有 一 些 未 提 到 或 未 出现 的 其 他 特性 。 为 此 有 着 十 要 成 ， 

1. 租 据 域 的 形状 ,我们 可 以 将 它 离 做 成 多 于 一 种 形式 单元 的 
网 格 。 人 例如， 在 圆 的 近似 计 算 中 ， 我 们 可 以 只 用 矩 展 也 可 以 取 
Не А8 ыы, шиіт. МВ, ТЕНИ 
或 三 角 J; ФИНЕ ТЕАТ ЯН 舍 网 格 比 一 个 48 МЭХ Н ИЧ ЖЕ 形 单 元 更 接近 
B|. 21355835 RICE ES EXE ZR BI. 

2. ЖЕ И B кан, ЕЖЕ НЕА, MU BEEN 
Bh СВ, ЭЭН Е ЛЖ. 

3. 基 本 方程 一 般 较 上 述 例 题 中 所 考虑 章 情 沈 要 复杂 ， 它 们 通 
常 是 微分 方程 式 ， 在 许多 情况 下 ， 由 于 两 个 理由 单元 鲍 方 程式 不 
能 求解 。 第 一 ， 该 方程 式 不 可 能 有 精确 和解 ， 此 时 变 分 法 起 作用 。 
55 —. НРА де [ЕЈ ЗА ВЕРЕ НТ ЗА ЗЕ FF 1), 
由 变 分 渤 得 到 的 各 个 方程 不 能 不 项 其 它 单 元 独立 求解 。 

4 .有 限 元 法 中 有 深 用 的 近 俱 解 公 式 ， 与 古典 前 变 分 法 《 即 运 于 
ЗЕ ВЕНЕРЫ "РЖИ АН АСЕ, >, 
НЕЕ, Ви ЖЕШ НЕ > И С ДЕЈ (н< 2,Суфуу ЖЕ 
ms Ма ли, ЈАЈЕ хан 《也 可 能 是 它 的 导数 ?的 值 
ш 《同时 及 其 导数 同样 是 可 能 的 》 的 线性 组 合 («ис мил Xd 
Жа 95, EA Rw Ау ЗЕ Дізі, АА. НН 
值 理 论 推 导 得 到 的 。 

5. ФАА НТУ Е НЕЕ: (а) 单元 的 几何 形状 、 
(БО 和 近 介 的 程度 5 即 多 项 式 的 次 数 ) ЖІ 《ec) 方 程 或 方程 组 的 变 分 
Ek. HHAH ЕТЕ ЖЕСІ БИЛЕ уз АЈ ВЕЖЕ И ка МР ЈЕНЕ, па 
ЗЭ 38] g Ex At ЫН ТИЛ, | 

6. ЕВГ, нан ЖА АН ЗА ЕНІН HI. Вр Z e 
su [н] Ніл Ab. ЖЕ ОСЛЫН АНЫН ЕО 是 连续 的 。 在 例 
път, ИЖ. БА, ЖЕЛЕ. 

7.38 45, ЖАУЫНЫ Қ Е У ИЛ ЕЕ БИ па. 与 
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ХҮЧ ЛБ е hi E h wy dy Ex. НЕЕ! ТА О ЖЕ 
条 性 后 方 可 求解 。 

8. ЕН, ЖА ЖЫ. (а) 由 于 域 的 近似 性 产 
生 欧 误差 {在 例题 1 中 仅 产 生 此 误差 )，b) 由 于 解 的 近似 方法 产 
Жалан, UEO h TPRI ар Е EA ВЭ 
值 的 积分 和 舍 入 误差 )。 通 常 确定 这 些 误 差 不 是 一 个 简单 的 事情 。 
但 在 一 定 的 条 件 下 ， 对 于 一 个 纵 定 的 单元 和 问题 刚 可 以 个 算 CUL 
3 一 4 节 )。 

9. аве ЕТІК OPE E БЕЗ BEI О О (或 采用 
的 变 分 式 》 和 选取 的 曹 元 。 “精度 ”这 个 词 指 的 是 精确 解 与 有 形 元 
RELEW, “ 收 策 竹 ? 这 个 词 指 的 是 随 着 网 格 中 单元 数目 的 增 如 
的 精度 。 收 钱 的 性 质 ( 即 单 调 地 被 小 的 谋 差 或 收 仑 于 上 述 的 精确 
ЇЕ» 取决 于 给 定 方 程 的 形式 。 在 例题 i 中， 面积 А FTP 
НҮБ А о, ША, A EI РЕНЕА CHL 1.26). 

10. рТ НЫ И] ЖЕМІН, ТЕЗИ ИЦ ЯКА, ТЕ — 
阶段 ， 用 有 限 元 法 近似 表示 微分 方程 ， 以 得 到 一 组 与 时 间 有 关 的 
普通 微分 方程 式 。 丰 第 二 阶段 ， 精 确 地 求解 随时 间 而 变化 的 微分 
方程 ， 或 进一步 接 变 分 法 或 有 限 元 法 近 亿 表示 该 方程 ， 以 获得 代 
ЖЕ, те 4 Же ЕН Gd. 


1-4 研究 现状 


大 多 数 为 工学 院 使 用 而 编写 的 有 限 元 嵌 论 的 教 税 书 是 殿 男 体 
AFARI FREER ХЕ 9 ЕРЕ НЫ 
ЖА Е БЕ Г ФЕТ. ЖЕНЫ GPS ФЕЈ ЕЖЕ 
ZAM ВЕ НЭХ БЭ А ЕЛІН ЖҮН {ЫШ Эу ЕВА TE АЈ Нэх ЖЕТЕТ. 
书 的 后 面 。 或 让 学 生 自 学 。 本 书 将 有 限 元 法 作为 数值 方法 编号 ， 
该 数 适 方法 对 微分 方程 所 扒 述 的 问题 ， 使 用 分 段 建立 解 的 变 分 近 
似 式 基本 原理 。 可 使 备 生 了 解 有 限 元 概念 的 一 般 性 ， 而 不 管 学 牛 
的 前 达 《工程 还 是 应 用 科学 }。 这 种 观点 还 能 使 学 生 帮 到 备 种 物理 


М. 


理论 共 问 的 数学 结构 ， 从 而 深刻 理解 各 种 工程 问题 。 

从 有 限 元 法 基本 概念 的 讨论 中 ,清楚 有 瑟 帮 出 ,对 一 个 给 定 的 训 
题 提 出 有 限 元 式 之 前 必须 知道 两 件 事 :第 一 。 应 该 知道 如 何 去 将 
问题 构成 变 分 问题 ， 第 二 ， 应 该 知道 如 何 推 导 悟 变 分 的 问题 相 联 
系 揭 一 个 代数 方程 组 。 这 两 个 步骤 对 于 任 - 一 给 定 的 问题 建立 有 限 
元 模型 各 古 关 键 的 。 因 此 ， 在 我 们 大手 研究 有 限 元 法 及 其 应 用 之 
亲 ， 需 要 研究 变 分 公式 及 怕 其 关联 的 近似 式 。 第 二 悍 研 究 被 分 大 
程 的 亚 分 公式 及 其 接近 似 变 分 法 的 解 。 

第 三 章 研 究 有 限 元 法 在 一 维 二 次 和 四 次 微分 方程 由 的 底 用 。 
ҰРЛЫҚ ЕНТ. ЕН С. МЕЛ Ін ЖАЗ) 
值 问 题 的 有 限 元 分 术 。 研 究 将 限于 童 个 一 次 投 分 方程 或 一 组 二 网 
微分 方程 描述 前 问题 。 第 王 章 的 内 容量 高 等 问题 的 简要 介绍 。 
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POE ЖОРДА АНОДЫ 


2-1 РЯ 


2-1-1 Ж 

Е ЖЛЕ ФЕДИ БЕРУШ» НЕ, ЖТИ ЫЫ dE 
0453 Jy ЖЕН 58 вв, НТ. = 

1, 85-48 rix 2 В ЖЕ pa ЖУ X, 

2. Жаль, BH Ritz ik. Galerkin РР НЯ БЕК НОИ 
Ж. 

本 研究 中 采用 “次 分 公式 "这 一 木 语 意 昧 着 是 弱 公 式 ， 在 这 个 
帮会 式 中 ， 通 过 变换 斌 函数 和 和 因 变量 之 间 的 导数 而 将 给 定 的 微分 
方程 变 抱 竺 歼 的 积分 形式 。 对 诗 大 堵 数 线性 问题 ， 戏 公式 与 二 次 
анима ЖЕ гр Га и, iU УЉЕ РЕЈА. 
ЗА) ла, УНЕ а РЕЈ РИБЕ [BLA НАНЫ, — PX IE АН > 
得 的 必 要 条 件 是 пе ур ВЕН АЕК-КЕ. [HAE 
ЖЕН ары, Жив АИ ЛЕРИ 2 ЕЗ. A ЕЗД Л 
我 们 去 研究 一 个 给 定 微 分 方程 的 变 分 公式 。 

在 变 分 法 中 ， 一 个 已 知 问题 的 四 变量 用 适当 选择 的 函数 的 线 
ТЕР rn Dep AER. Ес ДЕҢ ur Su Eh 18-12 Рата) Уу Л 
ПОА де P5) Cox, 3€ dii нр ДЕ 41:48 228518 

АЕ ВИЖ ЖЕ Ио p — HA EK СПИ E RI АЗ X 
КЕРН РЇ» ЗЕ B  Ж ЛД Т НН, 

研究 求 下 列 微分 方程 的 解 的 问题 ，: 
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r- ГАЛ и а —— rr отт: 


а" Шу мг 
MERE с, - £ = M т 
Jr LE di | EfCéx)-0 (0 XXL (2.12 
НЕ АЕ ОНЫ Қ EX. 
dw | (Ер | 
y == ---- == — = 
мек d (01:50 b y ) M, 
(2,2) 
ЖС diw | -0 
Фа: ат 


xt Zi PRX Ж ЛЕ HE SE НЭЭВ КЕ ТУ НЕЙ БЕН. Ши, МЖ 
НЧ Вапа За НЕ, БН Е, Бо ОН ЕН AE СЕ НЭХ 
ТЕСИ AI PE PE 1320, Солна, Мо ХЭН ОМ 
2.10, НЕЖИЛЫЕ Ву АЕ RE. А Hd deme (1.,5,/, 
M , PRA A E Ru НУ Ж {ЖЬ | 

当 Ptz) 和 六 为 2 在 (0 内 的 连续 函数 时 ,我 们 说 数据 是 平 
яу, ЛЕН К, НУ, НАХ ОО, Ба | 
ін ЕЖУ yE 2.1), WEERAL CHEHRA 4 (2.22. Я 
一 个 例题 。 ЗО 15-31 О ЕЛ ЗЕН, и] ap А 277 
ФА 2.1) 8112. 20 АИА: 


Маза fL „__/ 
46 


wir} = -— = (2.3) 


BA IU {ЕРЕ БЕ Co, ОН - Шен Е, МУН ЛЕ Eu BF EX PS НО Ep Ж BÉ КЕП 
定 的 !{ 即 是 它们 存在 且 是 单调 的 )。 

在 大 多 数 实际 情况 下 ,问题 中 所 给 定 的 数据 并 不 是 平滑 的 好 
ТЕ ЖЕР AS ААА ВЕЗЕ ТО, НЫ HJ НЕ nj Bë СЕ ВЕ СИН {ЕНУ A< ЈА] 
ЖИЕ МЕН ЗЕН ЮЕ ЖЕ Вт ЫЕ ЕЙІН pu), БЕНИ ЈИ ЛАУ ЖЕБЕ, 
E ЕСИ 2.15); 

fi) = Наз) | (2.4) 

Hbro въ. Нн, НСЄв-х ЗЕ Е, 


1 хса 


Н(а--х) -| (2.59 


Ü оза, 
ШВ, Ех = о ХЕ BRW) НУ pd 8301-0226 СВИТЕ ЛУ АН), BJ 
| . 21. 


mr аа 


dk. JERO DAC. DEARA d pg М 68:11 Е ВН] 
кам EG ALIS LR а ју но DORT fE, 4w 和 人 它 的 导数 在 端点 
х = ох = LZ [a] Ма ЕСЕН, kE МЕ BU AU ХЕ. 

Изар Жозе ЖҚ (2.10. ККИ. ЗЄВ БЯ! 
ЖЕ: 


用 分 部 法 对 第 一 项 积分 其次 ， 旦 使 用 边界 条 件 (2.2)， 得 到 变 分 
0,012,390. | 


图 ?.1 数据 连续 和 不 连续 的 问题 ( 互 是 Heaviside 阶 两 数 ) 
Ca E ЈН ЕЕЕ БӘ ЖА, (ОТ H SB B Хо ЖОН ЖА 


dto атар i (її) | 
Ü = [072 dr Lehe + rds- 52 Чам, (2,6) 
ike Re на МЕН --г е, ЕР: (2.2), 27 ЋЕ 
O.A 5323 82.19 4 02.2331 ЈО. JU SE PU ВЕЛЕ НУ 
нис, УЖ E sS 2.1 B Sa НУ, Г S Bu akak ЭН, ЖЭТ 


а 22 è 


ы, лын, ҮЭ EN BU Е 2. Вж, ЖЕ 
(2.6) 539: СЕ ПОЕН. НА Еэ ЛБ ТУ МЕ [п] E. БЕ Y SEU XE 
ix R Cw V ЗОРИХ», ВИНЕ ЛР 2 [8] 21 (2.6) rB, 包括 方程 


РИГЕ CABE ЖЖ. EHAR., MIRA vA w 


BRAR, ДЕБЕО = у, НАНЫМЫ — ¿K T£ НА, ТА пати 
кә) = | 4-8(-025-) + fs DM, (2.7) 


жей, МЕ, TERNA КЗ ВА УР У НЕ НЕА, 9 

一 方面 ， 我 们 不 需要 二 次 证 男 志 建立 一 个 有 有 限 元 模型 。 
在 本 章 中 ， 我 们 的 目的 是 说 明 变 分 公式 以 及 与 各 种 这 信和 初 

НЫН МЕЖЕ. Ан, ПЛАЖА T 


Н. 


2-1-2 #5 
М ЕЯ ШЕ СЕБ) 3m 2125 ЕВ РК ЖІ КЕ Ж. 


ДЭР "(gym ЧАС _ 
! kaa s dx? (2.8) 
如 此 等 等 。 
用 适当 的 下 标 表示 几 个 变量 施 娄 的 依 导 数 ， 
Fay, 2 ds. 
ax 
(2.95 


шд p FG) 
F. (Z y г) та | ду 


щик 

pi —— pz Sim TK н ah Ж FL X fu S ЖЕТЕ 
НЭЭ ЛЕЕ ВЕ НЧ, Ири D i Z ТЕО у ЈЕ СО 阶 。 对 于 直角 
ХАфт, Ха Н ВБ] ЖІ. 
2-1-3 WA Ї 15: (8 ie] EB 

RAAF o X 230 НН ДЕНЕ ЖЖ М Ж 518 
$x , a А: BRL ЖОЙ ДЕЕ — ER. ле ЭЙ Sk, TS EST РЧ р-н Jy ак, 
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也 满足 在 域 的 边界 二 的 一 些 边界 条 件 。 域 是 空间 的 一 群 点 ， 它 们 
RARER, H EPER у, MWETA -GPA 
WRAAE РЕ. AEREE RA рч 下 的 各 点 组 成 。 
如 果 域 中 的 性 意 两 个 点 能 为 一 条 完全 位 于 该 域内 的 线 来 连 变 ， 则 
我 们 访谈 域 是 凸 域 和 简单 连接 瑾 。 域 的 边界 是 一 级 这 样 的 点 ， 每 
АФР АМИ РУЛИ ЧЕ ха, ТРЕ ТАН „В, ИГВЕ IA T 86, 
I BE а ЖОР il ЗЕН, КАША БИЧ АЖ ЛҮД РЕЖ. ТЕ 
本 研究 中 ， 我 们 还 和 将 讨论 多 重 连 接 的 域 ( 见 图 2,2)。 我们 将 符号 日 
背 示 任意 一 个 域 ， 以 IT 表示 它 的 边界 。 


= Го Г «Гу + Г.) 
(b 
2.2 ЯЛ АЛ НУГЕ ЕНЕ EB 
(aymi А E: FE e; (05 ШО ЕНОШ‹Г-Г„+Г,+Г,+ Ta) 


> Bi ЛЕ ХХ-Н АЕ СПУ) RU p Жу. ТА ЕЈ — 2 Вес ВП 
— PE), HZ КАЖ J P PL АА. — SEE [p BS да AS ХЭН) ТА) 
Яй, HA ВИ ЛА ЗЕ ХК ЈЕЛЕ БЕШ SK BJ ЕБІ ТН Cy pk ak 
Ранен). `š ЯВ E ДЕРИ T" EI ЛЕН СЕЛУ BJ ЖКН], УЕ 
HJ) ЛЕДУ IL СЕЕ ЭЕ), Жул JE Sg, РА S BS ЕН НН Ж. 
жаян Н 53, ph kë = Еру Вр), НУ SL E. t a 
ЖАНЕ» BDE. ТОПКА E Пр ВЕ pK IH: Fr pt defe S ja] 
КАНТ, Px ë НЕ НИШ ВР АНЕ Арета), [А] пи СО „ЕО УАЗ Нин, L 
АВК ЛЕ, ЕТ МЕР BD FE НУКА ЕЕ МУРЕ ЛУ Hoff 126 
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ЖИ к ОЙНОШ, MEA ERA ЕМИ. МОЈ 
SE He ЯН ЭН. 

ШЭНЭ ЛЭ ХЭЛ НН, ПАЖ 
是 描述 边界 值 问题 。 初 值 问 题 在 因 变 量 甚 至 其 导数 开始 时 (ШШЕ 
г 0) 就 是 给 定 问 题 。 初 值 问题 一 般 是 与 时 间 有 关 的 问题 .下 面 给 


ШАТН In] НУ ЙГ, 
вана 
d du " 0<2х<21 
а m) f "ila асо) (2.10) 
и(0)-4, ай | (2.11) 
32] tik je] Ек 
z . - 
p tau = f мо T, (2.12) 
и(0) = и) ан (0) = 0, (2.13) 
ІН fn эЛ {И [9] Ей 
Qc т< 1 
- -2 (a2 =f, mÍ 
oiT, 
(2.14) 
и(0,1)-4, (t) (ач. “ = go (#) 
(2.153 


ис.) сив 

方程 式 (2.11) 中 的 条 件 称 为 边界 条 件 ， 而 在 方程 式 (2.13) 中 

B3 8 FF TI A ЖЕ PF, ЭМ ЭЭР  С ИИ, 02, Но Го? T ЗЕН, 

xx Но ЖЕ У ЧЕЗ КЕР, ЯЯ БЕКО ЗРОСЛА РЕ. 218400) = а 
— F EF IK BJA ЖА. ЗЕ ЗА L ЕЙ: АЕН СО) = 0, 

ХА Е ЕСИН, €. ж», Фу, P, иа оо) Tou [n EB É ЭКБ 

BE а Ју ВЕНЕ ла VIS У SE ЊЕ ROS JC АЖ лв. SE yE Hs EA B [8] 
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题 为 ， 


– = = (аа. -)- Ан Modre] 


и(0)-0 


(2.16) 


CINE 


水 它 为 与 微分 方程 42.10) 有 关 指 特征 值 问 题 。4 值 为 特 征 值 。 

中 谓 德 分 方程 的 经 故 ( 或 精确 ) 解 , 基 指 同样 满足 微分 方程 5( 即 
经 典 解 足 以 按 方程 式 的 要 求 可 微分 有 的) 和 特定 的 边界 条 人 媳 和 初始 
条 件 的 函数 。 所 谓 微 分 方程 的 变 分 解 ,是 指 与 变 分 问题 有 关 的 解 * 
也 就 十 说 ， 变 分 解 不 足以 满足 微分 方程 的 可 微 性 ， 但 它 足以 满足 
一 个 与 微分 方程 等 效 的 变 分 方程 的 可 微 性 。 


2-1-4 ВЕНЕ 


在 微分 方程 的 变 分 式 中 ， 时 常 采用 分 部 积分 ,在 二 维 情况 中 ， 
训 知 的 分 部 积分 如 有 梯度 和 发 疗 定 理 。 在 本 节 中 ， 我 们 推导 几 个 
对 将 来 必用 有 用 的 恒等式 。 

设 上 和 9 是 单 变量 C (а, Б) 闫 型 的 足以 可 匆 的 画 数 ， 由 分 部 积 


分 得 : 
| -22-оах- - 


Е TU gdz = ~ 


+ 26 «4 


~ 47 


- [7-9 7-99 dz + f C) gCb) = fca) gla) 
| Г х 42 da e ЧУ бабу 
dz di 


(q та) 


dr 


да? 1 d 27 dg 
gs inte E 2469 59 2х 


“Део. 
dieit он Тео 


- Са) "— нэ (2.17) 


(oy, СС) ДС (а Е Ж, 
Фуу d ps gu и] НВ Er a ЖЦ-арїасен т, 


2 
уд „9 5.97 (2.18) 


Хир, 1, јакни а а, VA ЁО 坐标 的 单位 基本 
AE. АЕ ерове, р, од CH (O0 2T ра c, 则 下 列 梯 度 
EHHE НИЖЕ. BH БИА о 
ВЕ НЕ ЕНЕ 
| grad F)dadydz- | ува zd уа: = ф пРаз (2.1980) 
ын п F 


1 (196 «i 19 + К 2 Зал dy dz 


= ф (in, + м, + Ки, )ЕА5 


52 ИХ ЈЕ ЛЕ 
| НИ wd dydz= 中 n.Gds 
i м I 


+ 92. = ја» ау dz (2.195) 
= Ру (яв, + t G', + п.с. ds 


Зэв, ижжкиният, n RED Q 的 表面 的 法 向 单位 Жж 
Бі, їйл, пп. СС,, С, а.) асс) ДЕЛЕ О, ЇЧ 21012427 
КЕДЕ Б Ел ЖЕ За TRELAR. 163 ар А 
Ят SE, пе. BJ 9 p ; 
н, = cos(z,n) n, = сов(и, n) п. = costz, n) 
ХЭН, сова, п) ДЕЕ ТЕ ЙЕЛ [ај 5 S k ЖЕ ТЕЛЕЗ II 
. 27 « 


4 tL LL. ғат w - — w — rm q 


“Кш РА и ЗЕҢ Ж НЕ ен тежи ВЕ, Е 
后 面 将 是 有 用 的 。 假 定 F 和 人 @ 是 三 维 域 Q 中 确定 的 标量 阔 数 ， 则 有 
Мин du 42 = -| субоваз dy dz + 中 nFGds 


jor ДЕ __(;:ае час 
| (19 + k 4) Gdzdydz = J GS. j Зу 


"дэв ума 
+ ф (in. + j, + ки. )Есаз (2.200) 


- | ‹у*Р)сахайуайгв- Í vEVGdxdgdz – ф S= — Gds 


(2,205) 
ин, олана то НИ НЕРЖ, 
© ~ а а d | 
= n: v-n, 3s Uy t'a (2,217 
2-15 = 


ЗЕЕ ЈЕ m ЖЕ E БЭРЭН А, НОЗИ ЖАСЫП, 5,2; TÉ XX 
(2,75 中 的 TCD 


Itu) = [rcu и’ yda (2.22) 
Job. МОЖЕ (тои, ЕН а, 8-5 Ћи 


数 。 积 分 值 I C4) 取决 于 4， 因此 符号 1Cw) 是 恰当 的 。 然 而 对 于 一 个 
Аз Ын, Кин. ЕЛЕНЕ Ex ЛИ ВАЗЕ НЯ 
Е УРЕН, 3 WS pÉ) ВИ НН ДЕ BEDS EpL РН, РЕЖЕ, 
е “БЖ НРА” ТЕ Е, WpS hb su ЕЕК ЁО 
ETL хета ЈЕ ТИЈ НЕ М УЕ н (z), ЖЕ 
间 。 在 标记 ! 之 下 ， 所 有 函数 x ОН ЕЖЕ ВАС и) 的 范围 。 
gsx. ТЕН Жен, 

对 于 任 一 标量 a 和 8B 了 以 及 自 Жи, Нима КА 

. 258 а 


жы, ВЕРЕНА НЕ Ж, 
Itau + Bo) =а Ки) + Blco) 
ша Вси, OEE BJ Ë E Bb f od Aj — 4 tp ЕЕ, ППА "E 
是 双 线 性 的 。 
冉 方 程式 (2.6) 中 的 最 后 两 项 得 到 一 个 线性 型 式 的 实例 。 


I(v)- - NE + 49 тәм, 
BHRR. 60 rp ng 25194 18:33] — 1 XX ER PEEL СУ SEN, 


Bodo dw 
во,м)- | 69 па dz 


ЈЕ БОВЕ У к, АЈА А 2.6) Z РЯ: 
B(v,w)sIl(v) Зо 
*2-1-6 ЗЕ 
БРЖЕ = F (z, u) HT НЗЕЁНН-4Г ЕН, | 
ЕК ua”, ш Мао», Идик 
Öu= ар f-constant : 
ТА ҒӘ, БАН) ЛЕ би? жыл — ~ [eto {Н 
IER E CO ТЕУ В Ко ЗЕТЕ — CIE (通常 是 在 边界 上 ) 
хен, НОРА ЗЕТИ Т ВЕЛЕ ТЕ, Майко. РА, жи BE 
АРЕН ОЛЕН ОЛ У РВ ЙЧ КАРА. ТЕНДЕН ДЕ НЭХ, Е, u бо Е 
2 биле ју а, HEEM PJ Hh НЕВЕ НАУ, Вон т. 
Ыр АЯК ТД. СЕНДЕ н + ао) 相 联 系 ， 在 了 中 有 一 个 变化 。 与 两 
个 变量 的 卫 数 的 全 微分 类 似 ， 在 4 姓 F 的 第 一 次 变 分 按 下 式 确 定 


OF = Е ди + 9 ди" (2.23) 


它 可 以 由 


—— 


ӨР | Е(т,цн-ар,н“ та’) ~ Fir им’) 
a = üm -—— ——— IMM 


ЖКС -ас,и” + au) IE JE Dee REIS. ТЕК АН 
程式 (2.23》 和 下 的 全 微分 起 


29 = 


_ ЭР. ӘР ЭР да 
ағ EE daia ET du + s du (2.24) 


НОВЕ. МиЖ ди + Ou 时 ， 由 于 zx 不 是 变化 的 ,df= 0, ОРАР 
之 闻 的 相信 性 变 得 明显 。 亦 即 4 用 当 于 对 国 变量 的 微分 算 子 BJ PE 
Hj. ХЕБ НЕНА, ЖІ, №. В БН 的 微分 
хе с FAIRG. БІЗІ, Е =F (е) fF; = Е (а), UH 

1. Е.В, ) = ДЕ, +08, 

2. ÜU(F,F,)- F,ÓF, + Б,ВЕ, (2.25) 
(po р” 

4. Ру)" = nCPF,577! eF, 

ШУ, ЛЕТА ИЕР, 


3. 


_ d _ du уд» АРЫ 
(бију = 4 (au) =а9° = au = ди = Ka. 2680) 
Boc b 
of u(rjdr = | Óu(x)dz (2,255) 


TE E VERB 2 [КЛАРИ АЛ ЭС, ПАО. това КА 
у; 
Ólcw) = 8| Ё (<<) си 1м 


= | E ЛЕНА (2 Лу а бир Їйл- ам, 
= {| һау желу норах ~ 49 ТОМ, ја 
F Ka ВЕРЕ iw = вол. Rath., ВЕ 
了 了 e 的 常数 人 情 娄 外， 与 方程 式 (2.6) 是 完全 相同 的 。 Pink. ЈЕЛ 
程式 (2.29 中 的 二 次 省 函 的 第 一 次 变 分 方程 式 与 《2.6) 中 的 能 
形式 是 等 效 的 。 


2-2 边 值 问题 的 变 分 公式 


2-2-1 动机 
ЕВА ЖЕ ИЖ НЕ нэ. 


„30 » 


的 近似 法 《例如 Ritz 法 ，Galerkin 法 ， 最 小 二 乘法 ， 排 列 法 或 一 
般 的 加 权 残 数 法 ) 是 根据 实际 问题 的 变 分 СЕН Жо 论点。 上 田 于 
者 限 元 法 在 任 打 变 分 法 中 是 建立 要 求 分 妥 应 用 的 近似 函数 的 一 个 
方法 ， 因 此 需要 研究 微分 方程 的 变 分 公式 。 除 上 述 原 因 外 ， 在 一 
艇 方 法 中 ， 变 分 式 还 是 简便 的 。 边 界 条 件 分 为 自然 边界 条 人 忻 和 基 
本 边界 条 件 ， 它 们 在 近似 函数 的 推导 中 起 关键 作用 。 
我 们 在 本 节 的 主要 自 的 是 建立 一 个 给 定 微分 方程 的 变 分 式 ， 
并 将 与 方程 式 有 关 的 边民 条 性 分 类 。 
2-2-2 FH иш ЭХ 
ја 


F F 

ӘР (ӘР) дағ. о 在 9 中 (2.274) 
边界 条 人 稍为 ， 

En a ча TED, E н= ñ ЖЕГІН (2.276) 


XH, Е-Есх,у,и,и,,М,); r Ar: Е, ЕЯ, 
Г-Г,«Г,, н,- Чара, ран, палене TRIS 36 ir эж 


ВУ In] 2252 
方程 式 〈2 .27) WERSAL ELE A АЈ — 50, 
Tm CHLEDE2-20 我 们 将 举 几 个 方程 起 (2.272 的 例题 。 在 讨论 
方程 式 (2.27) 的 变 分 式 之 前 ， 守 研究 汞 数 F 的 例 了 于 。 | 
例题 2.1 作为 方程 式 (2.27》 的 一 个 特殊 情 沉 ， 考 虚 F 控 下 
зА if x EU TH OL: 


_ 1 ди 
ғ- а eG јон 
ЕВЕ ЕЖУ ДЭН ЗА НОЗИ) А, ЖЖЛОВ F 
二 维 介质 热传导 的 研究 中 。 有 

oP „с 95 ди д , ди 


mu 一 = a- — 


ди ди. Or ди,“ “ду 


.31. 


ВВ (2.27) жруЕоштег Е РАВДА ОВ ox ag АЛЖИР M 
Ja 


O ди Or. дя 
—o-— CfE — 
9 от 13 ду "i ^ OV 


(5:99 )n. + (А, © уп, = ч 在 PL 上 чей ЖЕ. Е 


—) = 040 


же, азил ЮГ манына, ú ЛЕШ АГ Л 
给 定 的 温度 。 

返回 到 方程 式 (2.27》 的 变 分 公式 ， 在 这 个 公式 化 中 ， 我 们 
， 粮 播 出 三 个 基本 步骤 。 第 一 步 包 播 以 一 个 试图 数 v 乘 该 方程 式 ( 慰 
等 式 一 过 的 所 有 项 》， Вам LARREA 


o» |» © 7 Gu f Su; 5а) 249 (2.28) 


Bu vM EJ ЭХ, (2.275) ЕС РА PUR ЦЭРИОР 5, 
该 试 函数 可 看 作 是 xz 的 变 分 。 些 外 ，" 基 一 个 任意 的 连续 函数 。 注 
意 在 方程 式 (2.28) 中 的 积分 式 与 我 们 开始 的 微分 方程 具有 相同 
的 阶 次 的 导数 。 尽 管 GaIerkin 法 最 初 是 用 积分 式 去 寻求 近 伺 解 ,但 
是 在 Galerkin 法 的 大 多 数 应 用 中 ， 我 们 采用 能 公式 。 

第 二 步 包 括 由 自 变 量 z 到 斌 函数 5 的 微分 式 变换 以 及 变 分 式 多 
许 的 边 罗 条件 类 型 的 辨别 ,显然 , ӨР/дил ta ћи, = ди/дг, ЭЕ/ди“ 
包含 ;= ди/ду СЕТЕ и, ии, ЭЕ). И, ВНЖ 
© ху и АЕ EROR Eo DAI CA Из PE ак БОЕ RU Bj — ИЕ 
вж, БО тил A lo НОЈ, ЛЕ БИ хн ЖәНЕ ЕТЕ 
求 ， 注 意 这 一 点 是 很 重要 的 .这 将 导致 在 变 分 问题 中 对 解 & 的 连续 
性 要 求 比 在 原 妈 方 程 中 的 要 天 一 些 . 在 微分 的 变换 过 程 中 ,我 们 得 
ав ко, НЕЕ cp СНА И ВЕЗЕ 2 КО УР 3 PF EE Mo 

对 于 (2 ,28) 方 插 号 内 的 第 二 项 和 第 三 项 ,采用 方程式 (2 .20) 
的 型 式 等 式 组 成 的 形式 )， BE. 

o | [оба аа ou. ov заден 


. 32 а 


-ф (Ena Sn, )ds (2.29) 


EARI DI ER LEA PEOR e А A FER ALTES —Ж ЛИЕШ), 

vA SE ЗА ЖЖ ELTE XUL RUBRA r BJ Sp ЖА DL ЖОШ ЭТ ZR PE + РА ПЧ 
$ H, + EE а ЕГ. Е 

是 方程 式 (2.275) p рр AR XA. ЯЛ p. I3 LOB ААЖ 

v 相 辣 形 式 的 因 变 量 所 作 的 规定 ,构成 基本 的 边界 条 件 。 在 目前 的 

ЖІК, Мо 《不 蚌 它 的 导数 ) 在 边界 积分 中 出 现 。 因 此 ,给 定 的 

是 基本 的 边界 条 件 。 

鉴于 上 述 边 界 条 性 的 分 类 ， 我 们 现在 可 重申 试 沙 数 和 的 边界 条 
件 。 试 函数 应 如 同方 程式 《2 .27》 要 求 的 是 可 微 的 ， 并 满足 给 定 
HIEU И ЗЕ р ДЭЭРЭЭС, 

Важен ЭЕ ХЕ He БЕ ИЧ ЛЕ ZH БЕЖЕН 70 HE D 8 2633 8 АЈ 
ШІЕГЕШН Ж ЗІНІ, ЖІЗЕЛЕІБІ КЁ 0) 5 ЖОЛ 91-25 РР ВУЗА 2 9) 
див, таа намажете ЇЕ ФОЛК АРЫ АНЕ 
желіп, ЮЖЕНЕ-- е HF BE ТЕ Е ВЕ НУ. 

ЖЕНЕ BUE JEEP e „ЈЕ а E ВО УР S РАКА ЖО, 


D ER 4 АЛЕ 
9 + дә | де ор - | a 
о= |, (75 + -Sr A ET] Эп. Маду „ 994$ 
-1, Сына + 2 -н, )48 (2.30) 


列 出 和 有 关 的 一 次 涝 国 数 的 等 式 。 

由 方程 式 (2 .29) 将 边界 项 分 为 西 项 ,一 -项 与 了 有关， 男 一 项 
ST ЖЕ, НЯН БОЛ М Нл, ПЕРА .30). H 
于 ,上 v= 0{ 与 5,=6 u= О), ои, 4% 

o= | (295 ,49v ӘР до oF 


一 .一 Я 
ан ox Ou. ан PA y 


- {оаа (2,31) 
. 33 а 


OO 


WRF Бун ДЕ Е, ш © a үл, * HB tu ч Но 


повода ӘЗ ДЕЛА (2.313 [ОЗ ДАН ХО ВК РЕ УНЕ 
证 的 会 式 ， 它 们 分 别 为 ， 


В(о, ә-| ёс ОЕ , до де АГЕР, 


Ox ди, ду ди, (2.32) 


iC») == -| одаи + | vads 
号 Г; 


由 于 & 所 要 求 的 连续 性 ， 由 基本 方程 中 的 C ВИК НЕВА 
中 的 和 1， 对 于 方程 式 (2.3109, BAA ХЫНДА 4 Ы. 2 
ақ (2.31) 形式 的 方程 式 形成 近似 变 分 法 的 基础 ， 四 此 也 形成 用 
限 元 法 的 基础 。 

ЖИ, ТОВ C,» ЖӘИЕ ЕВО ЯКУ, В (и, v) 
ж B (2,4) WLO) 是 线性 的 。 与 方程 式 С.53О08РЕЭХ d ЖЇР] 
СЧА, ва Ба < еду Казшизвеп, 1982) 可 得 到 : 


Кн) = 2-В(и,и) - си (2.33) 
弄 古 我们 考虑 在 一 维和 二 维 的 微分 方程 中 几 个 有 代表 性 的 例 
Um. Зу ЛАП УЕ, хн НИЖЕ 45 Ron Ya 
43 Ё А |К) 
酌 题 2.2 258107777 ЕЕ 


абв) енна 


对 于 0D0< z<1 (2.34) 
XL PA 
du 
ми = Ó aq: cl (2.85) 


已 知 f = — 1, q = LIU = 0, 
ра РЕЂЕ ЈЕ АРД ЕДИ ИЙ. НСО ОО) 


РГ 44(4 dus :] 
-14 +Á dz cu + m“ (dr 


. 34 а 


= | (ат де Зи сош + оа? г ах - (vaf 3 (2.36) 
< 20 


ARTTA, ийре ЖЕЕ вена LaK HR. тас no MORE JE EI 


边界 条 件 。 六 为 在 z= laba = 1， 而 在 z= 0 处 = 0《 因 为 此 处 v 
是 给 定 的 )， 我 们 可 得 变 分 式 


_ 1 do du Г rez - 
о- | (а dr - cuu уйл + UE бх 261) (2.370) 


0- В(", и) ~ о) (2.375) 
式 中 


: Фи ди 
вс, нэн | (a Gige сена: 


Іо) = – | ода etn (2.38) 
由 于 вс, влакно, L€ Л, НЕ 
《2.33) 我 们 可 以 计算 二 次 注 函 ， 

ки) = 1, |а a( SEY -си? + дих? ]az-ucp (2.399) 


4% 


HERO. 34) Ж Җор Jr ЖАЗА ЖЕЗ EEC), ЖЖ 
的 搁 度 的 研究 中 ,或 出 现在 叶片 的 热传导 Cc = 0) 的 研究 中 。 在 前 者 
пе, ым, саманнан, a 是 绕 索 的 拉力 。 Ем 
的 前 两 项 表示 弹性 应 变 能 ,最 后 一 项 表示 分 布 力 经 过 位 移 u 所 作 的 
功 。 
另 一 个 受 方程 式 (2.10) 控制 的 实际 问题 的 例题 示 于 表 2.1 
中 。 | 
下 而 的 例题 说 明 一 维 四 阶 微分 方程 的 变 分 公式 。 
例题 2.3 ”考虑 四 险 微 分 方程 及 方程 式 (2.1) 和 (2.2) 中 的 边 
界 条 人 性， 由 于 该 方程 式 包含 一 个 四 阶 微 商 ， 为 了 相等 题 分 配 因 痰 
Et w 和 试 通 数 * 之 间 的 导数 ， 我 们 应 该 用 分 部 积分 法 将 它 积 分 两 
次 。 | 


. 35 c 


01.1 几 个 一 和 级 二 次 方程 式 的 例题 


affa E = f, роса СЕ 
= dx 


ЕЖА иж Мн uu .o= dns BREAK (09 | =а 
санаж | | м кой 
范 m! | | 
ы | Í | Ба 
Kia ын. ————— ва 
ЕТІТІГІЗІГІТІЗ йж шил PEOR) 
2, 一 村 的 轴 向 变形 | 纵向 位 称 E, БЕЗ ДИ 
-—— КОШ: 
А = | | 
| | ІН 41 | 
ЗИМЕ а ЖІ ея 源 | Жин 
ыо 。 | ! | 
| | | 
4- ЕОНИ С зен тр Иъзви | 流 жж ж 
| D= Ж | CEAR | 
| ве | | 
Жем м |Os ве | дуње инея 
BEF 通过 - -个 沟 | 
Hin HT Ef | 
JF: W | 
в. ареал 2 нэ!) важи | 流体 流量 | ти 
НУ att | | 
г. Дт | Boni | лъжа | гэ. El 
| 


о={ > Ее 5,22) + de 
„стой е Go], 
= [о аи на + 


. За # 


О-В oan 


由 最 后 一 行 得 出 w 和 dWw/dz 的 规定 构成 基本 的 (几何 的 或 天 力 的 ) 
ВАЖЕН, Тпа/алу(Базш/ах уса 21 ym ба у ах? ОН) 的 
ЖЕ VS Н ER B CER 2821 ЭЛ ЯЖ PF. ЊН, ЗНАЕ НОИ Я ЯЕ 
件 是 ， 

dw 


w(0) = – 602 = 0 
Б. ЖЖ 
о(о) = 90) = 0 
чазаа. 
а 62% 
[Coo]. 和 №), = 
得 | 
dvd? | 
Ми ЭГ 
或 
Во, w»)zi(v) (2,42) 
式 中 
` (r d3u d?w 
B(v, v = (607? ова | 
Qu) = - f орда + | м (2.43) 
с 4х!х-ы о? а 


И — Ar Prr XI BE НОА НУ ЛА BE RJ ЭХЛЭЖ 
с = [5 d'w e| М, (2.44) 
XI gu Br Ru Ip RS ВУ ТЕ ЖЕ. ЕЖ Зе FE AS Tu S Ad ER, 
У НЕА — ЕТ 0, ЯП ЕТЕ НВУ, ЛЕВ —Д 555 b. 58 
РА УЗ УВЕ о ВП, 在 一 个 边界 点 上 规定 Ww， 
则 在 同一 点 上 不 能 青 规定 Сама) СрО асу ЧН Уз 反之 亦 
然 。 类 亿 的 评述 适用 于 dw/dz 和 Bd ии ах", МЕР ЊЕ Уа 


= 17 + 


Ме Л ИД ЖЩ. (4/4а: сба ла ДВА Заах? ЖЕРК ЖЕ ЋЕ. 
Pm pr — өг 


ПО ФАИ МАН RTE DUAE d: 
用 的 自然 边界 条 件 的 特殊 形式 。 


51 2.4 18 АВ, BC, CD, DF, EF, GH # HA 
见 图 2.3) 围 成 的 二 维 域 吕 中 的 稳定 热传导 , 其 控制 方程 式 为 。 
ӨГ OT 
- k (SZ: +52) = -0 ЕЯ (2.45) 


Ны АН EI f p Ж Е ЕЗУ ВИЛА Азан 
кре ЭС, 


An BD ОЗЕ 238, d 


0 -| | -= „(95 + д" о =) fdv 


де Г, ди M ат 
=] k TET + 57 Sy) а ха у 一 ф, (3T, ат та )45 


(2.46) 
按 沼 边界 条 御 的 类 型 ， 可 将 边界 [分 成 四 段 ( 见 图 2.3)， 


-er аи 


| To HE сауар уз 
.. й T 


241 EU nh р ~ 
2-5 й 1 ? 
m а ЖЕНЕ 
Рата эт — 
| эл dx Жаш Ё 
DT 。^ ине 
Ко шы Ta А СУРУ 
эт 
=: Kat МГТ), 
ие ооа ша 
“ас те 7,0) AR 
a 3 


ЖЕ – ЗЕЕ rh B МЕЗІ 
Г = АВ (规定 的 传导 率 ，4(y)) 
Г, = BC 《规定 的 温度 ， Т 


H: = "= 1, п, = Ü 


1095 М.-0, п,= =1 


(2.47) 
Г,-СО очная, Т.) 


H= 1, n, = 0 
+» 38 e 


Г, =DEFGHA (ИЖ, A, =0) 


НЗАЯЯНЫ, DIEA. 46 rR фу РЕВА НГ y К СЕ 
HET Бо = ТЭР 


of QT NIS — 21 27:23 
Фе (9 ав = |. ads + | „2 (857 )ds 
-| ОГВСТ--Т, 3195 + | voas 
4 
Гео, узасууйу 


zz оба, УЭГТСа, у)- T.Jdy 


(2.48) 
ЖИЕН o 
д2 ОТ „до ӘТ ° a 
- ded 
0 | "E 525) х уз | осо, уза оду 
ки оса, уста, у) -Т.Лау (2.49) 


集中 与 "和 TT 有关 的 项 到 B80 ) 中 ,那些 仅 与 wv 有 美的 项 , 则 集 
中 到 1 中。 本 将 方程 式 上 .49) 写 成 下 列 形 式 ， 


Biv, T)= Ко) (2.50) 
ХОР 
дс df до да 
Biv, Т) = с — — ја ха 
2 ) E (ЕТЕТІН ТЕГІМ тау 
«np оса, ұУТ(а, y)dy 
које ~ Гео, ууасууау + оса, Tody 
ü ü 
| (2.512 
— K Ye важ, 
ктэ-211 (95 +( D ду + | T(0, узасизди 


81.3 lpT?(a, у)+2Т(а, y)T.]dy (2.52) 


e 19 4 


32,2 Boisson 方 程 - ре(кри) = ОВУЛ, DUM 
PI PR ЭТР: чим.) = qa ЖЕЛИ Е, и= ú 


лат мн | меню о Е 次 == OM 
应 用 范围 зи ги 
и k É 4% ат % ан 


и = —— ---- `= CC ——-=—.ж._.-  —. m s | — r -- 


ТЭ вето "mr 38, E Q 热流 gr 由 仿 ‚Ет ER 
(aT /an) ЛУ ЈЕ 
her — T.) МЗ 


| ! 
щик ЖИН | жо | жа ЕТ 90 зы 


"pm TLES ын 
| "s 
| id 
ТЕРЕ $54 S Ho ЗАН с cm, -- =Ü 
(CHAR) ? 
地 下 水流 | Eke | GARR 补充 最 Q iH 
(а ІҢ 3 - 64) _ tL 
шин q = Ë 2n 
мг 
PE FF, H = -Ё 2. 
эф 
„= - б PT 
TREH (АФ ,_ 1, Q = 20 2-99 2-7. 
体 的 扭转 с ин 
G = ЛЇЇ!) 56= 每 单位 长 | зад 
量 ня әу 7» 


т... Ta, Æ B] v jj 


能 电学 Li 介 电 常数 | BASE GB pR s E 
| е p " 
| | 2. - 
нэт марк CEDE | важи | навж 
| ф E P В, 
弹性 薄膜 ЕНЕ | 8-7 81151 $y fi 3183 714 


БН] он T = вее иа 
ме 


. 40 е 


ы 1, — 


Е ча 


УИ ГА - а» 


应 该 注意 ,在 上 述 例 题 中 ,边界 的 积分 分 别 沿 y 和 z 轴 去 确定 , - 
xi BIA X OE HT BL B. 
式 (2.45) 类 型 的 方程 式 还 出 现在 其 他 工程 镇 域 内 。 宕 2.2 列 有 
几 个 出现 方程 式 (2.45) 的 物理 问题 的 例题 。 = 
ЧЕ 
x. 
DUEI2.5 考虑 下 列 一 对 偏 微分 方程 ， 
o^ o ди QUY , _ 
Садат + + С: “ду “ди +55) + +720 
с, S (8 „доу с,,д°© 


{с е + -— 
"деди ах ды? 


ЕС (2.53) 


Он. GL де - 
с. (98 + 93 + С,,б и, = 1 
Аду 35 үп x + 1l 


Boc “| 在 re 上 
J= Ü 
莹 这样 的 方程 式 出 现在 平面 弹性 问题 的 研究 中 。 


在 本 例题 中 ， 有 两 个 因 变 量 和 两 个 自 变 其 。 我 们 要 建立 该 方 
程式 的 变 分 公式 。 先 从 下 式 着 手 


а 
Ü -1, Е cud Cisy о + 05) у + жау 
(2.55) 
0 41, а ©, 2 ди 97у c,,9 © + 9 | гау 
ду ШЕР ду 


x, кезиш CELA BUR a o A US Жош ЫЕ. 
采用 积分 等 式 (2.20) 得 


ӘБ ди дЕ ди, до 4 


. 41 + 


+ф E c5 и, + С, „(58 + Нэг ‚ | 5 (2,564) 


ди да 
_ дбрди , до. „де QU 
= 一 ФЕР n КЕ 
E 20 ТАЯ 2) с ©зге ду 50 | гају 
дн, 92) H аз 


НАЛ НАШ, ит ы} 边界 积分 下 
жасара ылы. ЖКШ ЫН ЕН. ЛЕГІ FORI 
Виево НА З ЕЕГ ЕЗЕРО ЕЖ 7254 33 
Арт ДЕГ» 2-0-0) 


ЗЕ ди Ән QU 
1...2 2. MEX oS (95.92) d zdy 


2 ESds- n Ејагау 


‚ дбүди | „958 
Ы С! Ба ду 69) Сазон 5 92 |ихау 


- | tids + | codady (2.57) 


将 方程 式 52.56a4 和 D) 中 的 表达 式 相 加 并 将 系数 台 并 ， 可 得 与 
ІНІН Н 2e By 3x £5 РЕ ЖИ E VETE PEI: 
C, Son 


ВСЕ, би, || дах 
- 195, 85 
Съ: (S; + 92) (9 + 5) 
+ Да Ф MILD 


ERSS, renaray + | (E8 караз C2.58) 
m 


>] Rñ 


ХРЕН ЈУ Ју а Ва P ЗЛ) яж, ВЕ СПОЈИ | 
РЕН 015 8). 
2.1 -жакещаник 


. 42 >» 


а 2и + Р 
- RU 


НО0»-0 И аваас 在 z= 18 


тв, а} Жу}, ира, ом» 
2.2 ЕН 


da MM A ay oq 
av b. ца ) + ви + =0 x Ре É, 
AI 


тар, bArr Ы, КЕ И. 
2.3 — 48 


- а, uf". + 了 =0 对 于 -rz<l 
dx dx 


2и о) =й ела 


2,4 #ry-- F 98 HER ETT RU ЗА тир ЛЕ 3E СТЕЧЕНЕ [и] E - 
i а 54 )*^usü HPOL 


иу = 0 (ай +) | 220 


2.5 ИЛ 


- Га чи, 1( Фу јужр=о то 


а би ) а За ае сабар) 115359 


и=о=0ж r-0, ЬЩ] 
du 


d*n 
= b = M 
dr 可 — 0% 0 ( da ) r = Í 0 
жан, a, b, PIETY МИ, М-Ж. 
2.6 ОЛ 
a ЕМА. ан эн 
---2-02 — e. LL. — .. : -.- · + 493 - .- + = 
эх CI eux ши, ЕТІ а” эт} ECT ат “з: i ) 1-0 
ҮС, иза а F. 
эн ән. ан әм _ 
(ai TOt па + (аза = t Agg m ји. = fg 


ДЕГЕ 


, . 43 + 


ЗЭР, й,;-а,(%, ј=], 2» РЕС EROP у Сс, Еж. цай! 
DE-SUR SM EB ME: БАЈ БАД PB Xr. 
2.1 ЕЖ К ОИ Navier-Stokes 7; $8 (FE Jj—3E BE 3E ik 


=) 
2и +U эн. = 一 1 °P + v( 22и + зи 3 
к? ам р SE ax ги = | 
ра) Зи 1 эР 221) 224 I 
+ = — e. Sl. EN 
ur әр p ги +y 2-5, + s) г 3: 421 
зи. әт: | 
— — + — шш 
әк ey J 
HH, 
} ЕГ. Е 
U = и, | 
ч. D 1 ^ 
а — "1, + — Pn =, 
( эт "Кон n) Р" p . 
^ E е 
v с=п, n )- Pn В) 
2.8 ЕЖЕ EAE TER CHR Бас AR 
-у?ф-б=0, 


оф 35 _ әң 26 зо | ыр 


ег әр оу эт 
E ue ER У О EE HM. 

JE 2.92 2.11: , Ek Ы НТ Di] өл а Ола 87: FÉ 
гр m mr (8 БР ЖЕ ЯТ БЕ ТИЛУ АГ ЛЕ Ч ВА НА БУР) 

2.9 


ә эц Ри | 
n +b - = Росе 
эт ( 0. ) р ^1 YS 


-Q E ЯВ 


w(0,t) = 0 (аз) | Та 16,0) su, 


zt, а, b3uf ЛЕДЕ} НИ RE fI ER EL. 


2.10 
2 > 32 _ | 
8. ( а” У.) В lp мола, 
РЕ ЈИ ийн г а 
р. эц 
ЕО. =Ü . (Q „їр зе 0 ( a y | = 1 
ЗЕ 5 эх РЭН 
a әт 2. зы 
Па“ = P Hr.) = Но — 4,0} = Ug 
ет om? FEE ЈЕ 


ен, а,Ь] tA Би 30 BJ [8] £T БЕД ЖҮ, M ,, P, почо 


` 44 • | 


2,11 
- RV u + pcm =1 ЖЕ 
изо Гар k2 =t ÆT, ишо ОФ 
式 中 ， Е, p Tt wg, ГЕН ЧА TR. ст, УЙНО ТЕ ВЖ. 


2-5 ”了 近似 的 变 分 法 


2-3-1 概述 

本 节 中 我 们 的 肯 的 是 研究 近似 的 变 分 法 ， 包 括 Ritz $Ë, 
Galerkin 法 ,Petrov-Galerkin 法 ,最 小 二 飞 法 和 配点 和 法。 所 有 这 些 
方法 事 是 半 找 适当 近似 前 数 的 强 狂 组 合 形式 的 近似 解 。 由 近 亿 和解 
满足 弱 公 式 或 在 研究 中 佑 方程 式 二 次 省 通 为 最 小 ， 求 出 线性 组 合 
中 的 参数 。 在 选择 近似 活 数 方面 ， 各 种 方法 彼此 不 同 。 

本 节 的 主要 上 月 的 是 介绍 若 于 传统 的 变 分 法 。 有 跟 元 法 利用 变 
分 法 来 列子 域 《 称 为 单元 ?》 的 独立 方程 式 。 正 如 我 们 在 第 三 和 第 
四 章 中 将 会 看 见 的 有 限 元 法 中 近似 函数 的 选择 ， 与 传统 的 变 分 
法 中 是 不 同 的 。 
2-3-2 Ritz 法 

考虑 求解 uU 的 变 分 问题 ， 邵 

Biv, и) + Ко) (2.59) 

XJ E n[ HY, Е E uhu E ЕЕ PER КА. М РН B 
AX ХХ ВЕЖУ) ЖЕНУ R ЕРЕ ЈЕ, ДЕ (2.59) тээж 
效 于 使 二 次 这 图 为 最 小 


168) = Веи, u) –— 100) | (2.60) 
Ritz 法 对 方程 式 (2.59) 寻找 下 列 有 限 级 数 形式 的 近似 解 


им = Xe $; + Фа (2.61) 


ХОР, AGARRA” ЈЕ НА (2. 59) Х] T = ФМС 
+ 45 • 


1, 2, --, Му 来 选择 ， 

B ГЭ У суфу b. |- кво #=1,2,--., N (2.62) 
车 B 是 双 线 全 的 ， 有 

> вс, фос, (Фу — Bbi, a) (2.63) 


ERENT сб PU К УМЕЛОЕ В НЕР Би 
Bib, ФУ Я СНО DM E ХЕ ЭС ЭЭ, БШ а (2.63) 中 
Fr 38 ОВЕ О ЖЕ o 

对 手 对 称 的 双 线 性 形式 ,可 将 Rijitz 法 看 作 是 求 方程 式 (2.61) 
形式 的 解 ， 在 该 方程 式 中 ， 由 使 相应 于 对 称 双 线性 形式 的 二 次 这 
削 即 方程 式 (2.80) 中 的 泛 妙 1(4) 为 最 小 来 确定 其 参数。 根据 方程 
Ж (2.61), Ни ARRA T ERR ан. Ки) 成 为 参 
Эр Ci Се 的 一 个 普通 《二 次 ) М. XT T Cis Са, c0» См) 
ЛМЕ. DERRI EECH ТР ush Эн ЭЕ. 


ОЁс — 0106:) _ ас) 2 
О, 一 -一 一 一 人 站 ТА 1 во (2.54) 
dc; ас» Обн à 


因此 ， 有 NN 个 包含 N 个 未 知 数 citci; l 2,239 МОНАКА ВИ ЊЕ, 
对 于 线性 对 称 的 双 线 性 形式 ， 这 些 方程 式 正好 与 方程 式 (2.63) 
ЗОЖ. 8, НВС, ОТЕЖАН, ЈАВЕ ЕТ PIS BE, 
дий wn, БЖС». БОВЕ ТЕЛ (2.64) 87-42. ВУВС,") 
ARX БЕЕН Фу], ЕРЕ RIP] НЗ А SL W Н ERES [pi БІЗ, 
ЖТ o6] ВКП £X РЕЛ. 

ЇЕ Ји] 2] 278 52.61) 中 的 Ritz Е, 3824131632 DI BS Ж 
A; (i= 1, 2,-5, МФ, ЕГЕ НОМЕ ЛА. РЕНО. 9 ЈЕ 12 [и] 
RET де [їз ЖЕ Ж ВЕР. ВАЕ ДЕЕ ЖОЛОЮ ДЕ PE В УВ, 
Фо = 0, НФ ИА ЭМ ДЖ A. ЖЇП ЧЕ ЖФ КЕ = 1, 
2, “ч, М) 满足 基本 边界 条 件 的 章 次 式 ， 以 和 便 在 规定 的 基本 边界 
ЖЕ РЕНЧ E. #х=Фь„ Ш Эф: pek haku PL a PF ри = 9,5 
TAE о а ле Жо. [ЕЕЕ ЕЛ, ЕЛЕ Ro а ЕУ, 


в 46 * 


1. a, ФМО ВОф,, Фу pia se BELTS Da EE ИР ХХ ЭР 
ABC, o BREL КО ЛЭ АЕ HJ 4] lo 
8. ФЕМКІВЛЕРУ gp ЗА EB КВ Ж PF РИВА. 
2. ЗЕМ, {Фвр ОЖ ЖӨНІМ £5 
TE ЕН 
8. ФЕЯ (2.65) 
А р ЕТЕ, ЕЖ ра Жено N ié ДИ bt hER:itz 
WEE РАИ. Ш РЕН: УГЕ; 
Кик е (им) РАЕМ (2,66) 
对 任 一 值 М, mimi HB АЖ Ы; ВЖ ЕР; = ФО 
-в(ф, ФО ул IA ERI BE. af BL SA ЕБЛІМЖАЖОН ЖТ 
ПАРУ. Pr B Л, Ritz Xu Hj BJ SE fl. 
例题 2,6 ЖЕ ЛИ2.28Ё) 2 Ea es 1)， 
du 


“лы 4:90 ATOKE] (2.67) 
我 们 考虑 两 组 边界 条 件 ; 
第 一 组 ; и(0) -0 ис1)=0 | 
第 二 组 ; чС0) -0 u'CD-Il (2.68) 
жін ХОТЫН TE TZ БЭ: 
Biv, и) = | яо от - ги )dz сс) = – | verds 


(2.69) 

由 于 两 种 边界 条 件 [#0) = и(1) -01 是 基本 的 类 型 ， 我 们 必须 按 

NAEP Ritz | В РЕФ, 以 符 台 条件 由 0) -4:(193-0, 3 
1150 Бура. Ф-0, ЯД 

$, =z(1—z), фо STËLL T), +, фу = mu l — 2) 

(2.105 

КР, “ШИИ ф,-2201-27, pasz? -х), 等 

ав, WE $ Y 02.652 ЖЕ ТРИ У ЖЕЗ 条 要 求 ， 因 为 它们 不 能 用 来 形 

成 精确 解 的 鲁 狂 项 ro 作为 一 条 规 风 ， 我 们 必须 从 选 量 低 次 的 允许 


+ 47 > 


p 3r. | 
对 眼前 的 问题 ，N 个 参数 的 Ritz 解 关 ~ 
ыНи-0:5(1-2)-4-0,.645(1-2)4-39446ү (1-1) 
(2.71) 
РЕ АА ЛЕ [|] ИВ (о, и)= Ко), d e 


MED P )-«(X 0,0) | = - КЕ 


或 
к 
> В<ф, Фујоуј=иф) ~ 1-1,2,-,М (2.78) 


计算 系数 bi =B o, Фо пи =1(ф+{), 得 


Ё 2,4 О ТА НЕ их E TIAS He ERU; а 02.672 ` 
НУМ = 1,233 51440) = и(1) = 


. 45 + 


1 
Ба =] (рът (4 pap? + 13 
— (2: тка уа а t1)yldz 
21] 
= — — x 
ci + jE + j> 1] 


2 


(1-1-1)1414-23:1-143) 


I; = 一 (ва de = — оо ———— . 
E qnom 0 07--—($ 07500 (2.73) 
ES НЕ E LAB 001 IP 

uer) = 8195 + 2818(1-01) /ni (2.74) 


sini 


Ritz 系 数值 以 及 Ritz е ОНД ВОН ER 2. 300 0902. 4. 


$*X2.3 方程 的 Ritz МАРИ МЕЈ НЕ SE 
d^u 7 
=; -и+ж? = 0 Ж ГО zal utd)-utl?)-9 
Ritz ЊЕ (— 109) 
Кіх - | т + — _. | kE um S 
Мей) Мег N-3 
М-1 0.0 90.0 | 0.0 0.0 0.0 
C, = —0,1667 0.1. | 0.1500 | 0.0885 0.0954 0,0955 
N = 2, 0.2 0.2667 ; 0.1847 | 0.1890 0.1899 
C, = —0.0813 0.3 0.3500 | 0.2783 | 0.2766 9.2763 
С, = — 0.1707 0.4 | 0,4000 | 0.3590 | 0,3520 | 0.3518 
МЕЗ: | 0.5 0.4167 | 0.4167 | 9.4076 0. 4076 
Сл = -0.0952 0.6 | 0.4000 | 0.4410 | 0.4340 0.4342 
C; = — 0.1005 0.7 | 0.5500 | 0.4217 ; 0.4200 | 0,4203 
C, = ~ 0.0702 0.8 0.5667 0.3486 | 0.3529 | 0.3530 
9.9 | 9.1500 | 0,2115 | 0.2183 | 0.2182 
1.0 10.9 | 0.0 0.0 9.0 


+ Мете Кан ынаны ЗЕ]. у d pH Dr BE JE на, 


НЕС. 840 REDEA. 63) ЈАЈЕ Н] ПЧ 2S VU x 
1 [` d To. „2 
jo GL) 8 + 2а7и Jes 


. 49 t 


м 5 N 
eos [С oí 2t ) -( с). 


кіреді | (2.75) 


“(Хо j do; )- 20-22 


ын m > bic; — Сф) 
式 中 


4; E -- ф,ф \ат ф;)= 一 Ka 


(2.76) 
第 ?组 IT 3B2:2H Жер, НЭХ ФЕР КИШ Н] 77 7®зА, (2. 69) BF 
给 出 的 是 相同 的 。 线 性 式 为 ， 


Со) = - ова e vcn) (2.77) 
在 这 种 情况 下 ， 所 选择 的 ФЕ ИААФ Ф(02 = 0 
ТФ ЈЕ ве 8 SL ГЭЭЖ, 
ф; = (2,78) 
系数 Bi;y 利 1; 为 ; 
EMIT TOR 266613 _ 1) 211 
b = | (ту 2 т = = — -у- [rj] 
21 t FPES. — ыы 1 ғ 
}; = Е се + 1 = ғұз +1 (2.79) 
ЖАЗАТ F, НМ, 
ueg) = 2 008(1-2)-8 02 pr? > (2.80) 


cos] 


Ritz 解 与 精确 解 的 比较 列 于 表 2.4。 
例题 2.7 - ЛЕН, ТЕ НЕ НИ E A 78357518 151 З 
2X A ТЭЭН М „ЕШ КОЗ Ж ВЕК  БВЕВЧЇН C ра 2.3», 


. 50 • 


шог +/=0 зт" (2.81) 
a EI 70 
ns de qp (вгу 2-)| _ =Ma 
(2.825 
Tw — 
[-5 Gre. =° 
^H 34) 31 [2.42) 和 (2.44)， В(о, зуј = Коу, Е 


求 一 个 N 个 参数 的 Ritz 解 ， 式 中 : 


B(v, DEIN BS D < d 
г. | ат (2.83) 
іо) -| — јод + Мор 
32.4 Лех Ritz 解 与 精确 解 的 比较 
а Зи a 
一 di? -н-лі-й Аб ж< 1 u= == 41» =1 
x Ritz Bu | 
Ritz kd | 一 一 一 一 一 一 | E 
т | Мер N-2 | N=3 
N= 1, го 0.0 | 0.0 0,0 0.0 
C, =1,125 0.1 0.1125 0.1280 | 0.1271 0.1262 
N = 2, 0.2. : 0.2250 | 0,2529 | 0.2518 | 0.2518 
C, = 1.295 о.з | 0.3375 i 0.3749 | 0.3740 | 0.3742 
C=- 0.1511 0,4 0.4500 | 0,4938 | 0.1934 | 0.4934 
N = 3， | 0.5 | 0.5625 | 0.6097 | 0.6999 | 0.6112 
Сі =1,283 | 0.6 0.6750 | 0.7226; 0.7234 | 0.7244 
C; = ~ 0.1142 0.7 0.7875 | 0,8324 0.8337 | 0.8340 
Са = -0.02462 0.8 '0.9000 | 0.9393 — 0.9407 0.9402 
0.9 | 1,0120 51,043 | 1.044 1.043 
1.0 | 1.125 1.144 x 1.144 1.144 


- ДА АКЕ tj 6 ЕН sË ЛУ a mH NE GL AE PU, 


Fj Расти е: 


EHEER A рф:(0) = bi(0) = 0, 


51 * 


и 
СЕ) = > e$; (4 = ф; = 11 (2.845 


эм f = 常数 时 ， 将 方程 式 (2.84) 代 入 方程 式 (2.83)， 得 ， 
bu | Eri -1Н:51101-1уи: ій 


_ ElijCi 190 + 1) ЫДЫ 


1-7-1 
Ic; e Mo DCLY (2.85) 
i 1-2 9 | 
对 于 NN = 208 2 ТИК) ЛА Да, Ti: 
El(4Lc, + 6ЪРс,) = — fL + 2M , L. 
xr 
El(5L?c, + 12L?c,) = -A + 3M, LL? (2.86) 
xrc Фе, ЖЕ, 48%; 
_ _ 5/12 — 12M, 2116 
Cc әікі €; = ЂЕ (2.87) 
Ж! 
мас) = 12Mo - SEPA аа. TD з (2.88) 


2AE] тов! 
ЯҒЫ ШІК, HEETE 
[ 4 6L 81,2 1 
6L  12L^ 1867 


роли +3М | | 


Е! 
| 82° 1812 Ip. | Са (Алан + M , L. 
(2.89) 
E BU sp НН — Ж 
ы 2Mo-fT 2, аз. f „а 
w) = E T ТЕГ СЫ” (2.90), 


例题 2.8 ”考虑 一 个 二 维 域 中 的 Poisson 方 程 ， 
ЮТ = 1120 = (ж, 1) :0< (z, Ю«1) 
T = ОЕ = 109 = 1 


. 52 + 


5 С = ожи = 
34 SR FE fH £z PE TZ РЕЈ >] 
ov OT | 


1 1 
Все, т)- | | от дт 


(ту = INEST 


(2.92) 
РАЛА Ба Ви ЈЕ и А, ЕТТЕН F ZR ya kl eS ЖОС 
然 ， 还 有 许多 其 他 选择 )， 


(2.91) 


до or d 
QU OU ) «dy 


由 = cog 21 1272 os 25 ДОЛУ -21,2,-,n 


(2.937 
ФН А 3532. 5225 ЇР, ЈЕ o: = 51101722 


полу ЈЕ ЗОО ВЕ, БАЈ, HAET = 031 
t = О ЖЕ IE, ЖЭ ЛЕ ЭЖГЇ Л BJ ЈЕ 


管 。 
在 方程 (2.92) 中 ， 采 用 方程 (2.93) КІШ ива Жар b 
和 矢量 总， 得 | 


A зеге) 
Ы; "EN (2.94) 
2(a? — 027)" uit] 
1 . 
KD = ар = (21-1) 
ТА Гај RE НУ Ж НИ АЕ АЈ 


MEME 
T(z, y) За y?) 


201 x ( ~ 1 )9205 
+ 32 хо ШЫ» 
JE Мате | 


[ (25 — 1) яу/21созр (2н — I Dru 
(2n — 1)5cosh(2n - 1)z/2 о 
(2.95) 
单 参 数 和 两 个 参数 的 Ritz 解 为 
T, = 38 соз 22. TT ros ЛИ 
л! 2 


(2.96) 


. 51 ә 


Т,-0.8283988со8-172 соз ЛИ +. 0019твсоз57© соз 077 
(2.97) 


在 区 域 的 中 心 外 上述 解 较 精 确 解 分 51259. 320 $80. 5426, 

ДИ mix. M, =(1—хж)у(1—10нффу а (1-5) 
х (1-5), СРН Син ОЗЕ XL W © Pr, duos. 
-(1-еХ1-у) 网 不 满足 该 问题 的 自然 边界 笨 件 。 2385 b í = (1 
TD)(1~V) 时 ， 单 参数 的 Ritz 解 为 


T, (т, у= 5. 01-453(1-123 (2.98) 


ев, BD 290.17578, 5 dE ВОН, НЕ: 
32.9496, 
23-3 МЕ 

回顾 与 微分 方程 ‘(2.27) 有 关 的 积分 式 (2.28)。 注 意 ， 我 们 总 
可 以 号 班 一 个 微分 方程 的 积分 式 ， 而 不 管 该 方程 式 是 线性 的 还 是 
ЗЕ РЕА СЕЕ Е т ро. пр, Вр Е РЕ ЗКУ ЗЕ ВВЕ И 
Ве, ҒА ЕЗІЛЕ эл. — ХЕ ЖАН HE НАН ое у РА RES itz 
Ue Г Я ЗРЗЕ ТЕПЕ, А ЕРЕ РЕ АРА Н ЖЕЛИШ ВЕ ТВ, J 
5px Rit НГ, Нет, АРОН ЛА — Н xF ОРЧ 
живи. MANET ҚАН, тү ЖИ ИЛ Р) 
BRIANA aX] E ЕЯ ATD Бару БАЗА RETE, 
BATT y [aj E BJ 343 ЖЕДЕ p Ж Ж, 189—773 Ed. ТАШ 
独立 的 近似 函数 。 这 种 灵活 性 对 于 某 些 非 线 性 宫 题 来 说 是 一 个 仿 
Ж» 

Жор, ВАТА ПО ВИ ЕН ВЗК, АНЕ 
amu ФЕ (Я ПС а1е кілді, БЕЛСЕНЕ ође ЕНІ. 
РА А ЭР ОЛЫ ЖИ НЕ, нн, ЈЕНЕ, М 
= P: И ЖЕ ВИ CIE ЈЕ BIBI—253E £& TE [163 ДЕ ЭГ БЕЯН ав НУ. 

考虑 算 子 方程 式 

Au = EQ rh (2.99) 


. 54 + 


AF, ARAR РАНА ЯР Etu ДЕ КЕ Л ЕТ С: ВЕЗЕ ЖИВИ), 
йл rip АУ р 1 L 1 ра ВЕ Е ВАХ ВАН 
3 HJ JLA-8I-T- Su Е: 

сі ч 


L, Auc — (а) 
а“ ,;, «Ұлы 
2.Aw= g Gre) | 
Ш d oy, ан 
3. Au — UE) (2.100) 


4. Auc 一 | - CE 1) + (а, 55) | 
i t и. M. [š 
BAC, ууна to P e" o og t sc) 
хр Ери Ea iB ја 4 и lp, НАТА 符合 下 
х] 
Atau + Во) -аАн- ВА (2.101) 
ВЈ, ЖИЕ ЕТЕ. ЖЕН, БӘР 5002.100) 548 
15351 НТ, ҮН ру ЕН. ЧАР: 
(2.101) БІНЕН, ИЛ CEI REAT. 
$241 DC ЖАН CBE REO EE дон ГЕ (2.99), ЕЖ 
мре T ЙА ЛЕ, ӘН, МАРЕ, 5AE 
(2.100) Bil. 240) 4 ЖЕНА РА OE BJ ЕН ДЕ Sl 20 
见 的 。 
在 加 权 残 数 法 中 :和解 K 是 用 与 及 itz 法 差不多 相同 的 方法 按 下 陈 
近似 地 表示 。 
ity = б, + 5n (2,1023 
А, фо А 20 88 ДЕ X TOLLERE IT АСЕ ЗАЯ ЗЕЕ “如 所 有 规定 的 
边界 条 件 是 齐 次 的 , Wos -90,ЖІФМ ДОЛ АЗК (2.65 ЕЕ. 


除了 对 的 连续 性 要 求 是 与 方程 式 (2.99) НУ ЖАН}, $; H: 
МАЕ ЭЙ, Л ЖК ТРИ KA. ДИН Pos а HE SAT 


. 55 а 


Мп] ЁЁ R А СИДЕ Ка rB), ШИЕ ӘЖ. 
ЭЛДЭХ (2.102) RAR THEA. 99), AURA СЕ Л 
ЖЕ ЗА, РН RI UR 22) 

Е--АСиы»-Г-50 (2.103) 
udc5 E b. Hid БИЛИ ЛЕ ЖЕН T 6181-21-53, ЖЕЛІМ 
RAAT, БЕН ki K BUH МЕН» СЕН Е) 为 零 来 确 
定 其 参数 | 


КЕ УЕ, y, сүзіліужб 4-1, 2, “ч, N 


(2,104) 
т, Eh um С ОВЖ ЕАН Ло. SEE. DM 
де + ЕЕ: ЕТЕРІ SEC TS НД Jy ak C2. 1040 Br ҮЭ SEE А ВАЗА Жэ 
ЈЕВ ЗН r By, Bu. 

FERA (2.1040 的 仔细 检查 表明 ， 方 程式 (2.28) 各 方程 式 
(2.104) 是 同等 和 的， 有 z=。 也 就 是 说 ， 加 权 残 数 法 使 用 方程 式 
的 加 权 积 分 式 去 求解 。 如 果 算 子 容许 ， 我 们 可 以 将 解 移 微分 式 变 
ЖАРЛЫ РА ы, Аң БАЛБАЛ  ра РІНЕ ЕЕ РЕ Зе. 

当 算 子 和 4 是 线性 的 时 ， 方 程式 《2.104)? 可 简化 成 下 式 


M 
2 (| %»Асфд4гау с; = Ее) - AC Уа аду 
к 
或 > Аце) = fi (2.105) 


Ұға, RAHELA ] 是 不 对 称 的 
Au = | A Coo ded Ал (2.106) 
43 ЕТ ЖШ RR EOC V; фо HA F Petrov-Galerkinjk, 
LET Л [а ВЕ АУ, ТАЛЫ ЖҮНІН Ж PF 
Galerkinjk Шу, = $UM, ВВ 6) Galerkingk, 
мари --ERBERB НЕ SE F Bj. Galerkin 法 归属 为 Ritz 法 
.因为 微分 的 一 半 避 变换 成 加 权 通 数 ) „Бурен А 3k ME PF ЈЕ АЈ ЖАЙ. 


» 56 в 


Ели Б RETRA (2.1020 EAHA, H iky 
ff (2.10308 FJ Ман RAE ЖИ Е ЖС; 
59-| EC vedrdy= 0 


或 { oF Edzydy=0 —— (2.107) 
зот; 


方程 式 {2 ' 107) 53 Jj Е (2 ` 104 24) EE ЕЕ НА, Үр, — ОЕ дс. = 
站 是 一 个 线性 算 了 于 ， 则 方程 式 <2.1072 变 为 ， 


2 (|, АСсфоАСфу ха у) с; 
= | Асвогл- Асволазау (2.108) 


ЕХЭ ШЭЭГ Ёк И] ЖАҒАР ВЗ МЕННЕН 
相间 >, 

配点 法 Мк НО МА РЕЈ A 2 (аут) (651, 
2,-ЭҚМЛЕЛЖ зы ВЈ ДЕЖ {и ЗРЕО, Неа (2.990 
ЖЕ (2,1025 Жад Кима 

E(r'g,c;)-50. 1-1,8-,М (2.109) 

ХИЛЭН РАКЕ АУ ОГАН Е ЕЛЕ ВЕ TON SUE. 104842 
EIR REPI, АГ НЕНА „ПО Sx dE ЖЕЛЕУ: = бог — хо Ес. 104) 
НЕЕ 1, жон, dir) 是 Dirac Оо 


| ADA- dsdy- у) (2.1105 


Courant БЕН Courant а Е 6 Кит ЊЕ Ф1 dg JP ЗЕ 1 p ЈЕ 
ЖЭЛ (РНР, PZ J EE Н BE £Z E BJ ЕК 
Jua Е (2. 102Э ЕВЕ ПИ нас 

In) = им) + Я Ану 113 (2.111) 


ир, Ка ЖА ГЕН Вр Au = Р Же ЛӘ, У Нач 
СЕН. ВЖ, ЖЛ r I D XI f Pr fi ЛЕ PE PUJ Г Лг З 
МИ, Жип, ЕЛЕ НЕ, РАНИ SO PE YH 
Вж Х--со f, Жір(им) = Ки), 


е 47. 


我 们 应 该 立即 注意 ，Courant ЭУЕ ЈЕ ДЕТЕЙ КЕЙТ alla) ЕР X 
дка, ШЫ, Е ди- ј=0 可 认为 是 约 东 工 见 Reddy ЖІ 
Rasmussen (198291, 

$882.90 ПЖ ОВЕН 20 268 PF AU yk 
2238, ЖЕЕ НЕТ КЖ ФА ДА ГУ, 

d$ (1) =0 i-1,2,.. 
ЕЖЕ, Rid Aie; G-1,2271 
фу=т фичи а) — 4$.-x'(0-Ix) (2.112) 


Ж. 


Xee)- (Ф. + Xo ) + г 


(2,113) 
Petrov-Galerkinjik RFE pA m Sy: 
№; = = Pa ==" (2.114) 
[Шү | хЕйх = 0 | 2 *Edz = 0 
_ 7 13 1 11 1 1 - 
— = — == 一 十 — -一 = 0 
或 1295 76095715 O 78091 15 2 20 (2.115) 


eile = 103/682, c= —15/682), ЯН 
Hp; = 1.3020532-0.17302155-0,014668325 (2,1102 
Galerkinjk ЊУ = ф;, 8 


l 1 2 
| хе? -- г) Ейх- 0 | 2 (1- с «)Еда = 0 
а m 3 


АЎ, 
4 11 1 17 3 19 | 
с, + 一 二 .= -0 (38.11 
57! +068 一 0 75902173507 180 7) 
НІҢ, ЖЖ СЕс, = 1571/5210, с„= — 2954/5210): 
ис = 1.60307:г--0.868532? + 0,377992? (2.118) 


JE TRIK ҚУ <2Е/06;, A 
. 58 ~ 


28 T 13 47 49 19 
ғ “= м, = = ) — с, + с. + - Ш | 
或 | 2 7 902: аве +10920 (2.119) 


УзА: (2.67) ЭЛИ ІҢ 9 СЕС, = 17346/169932, с, = 
— 63427169912) 
и; =1.2041522-0, 1393962' +0.024882° (2,120) 
配点 法 “选择 点 = = 二 和 z= 二 作为 配置 点 ， 计 算 这 些 点 上 的 
иж, ЗЕЕ =, | 
Е( =) =0; 117c; – 610, = 18 


E(Ž}=0:  90c,340,- 18 (2.121) 


ЗЕЕ («съв —1710/9468, с, = 486/9468) 
и. = 1,3612: — 0.129272? —0,03422x? (2.122) 
四 种 近似 解 与 式 (2.900 精确 解 的 比较 列 于 表 2.5 中 ,对 于 这 
小 例题 ，Petrov-Galerkin 计 得 到 更 准确 的 解 。 


бо. 内 有 250) =f， u'CO =1 УЕ. 6 0 IPIE мМЕМЕМИН: SE 


T | UexacL Heg x Но tir Ыс 
0.1 0.1262 0.1285 0,1512 | 0.1191 0.1348 
0.2 0.2513 0.2536 0.2885 | 0.2355 0,2868 
0.3 0.3742 0.8754 | 0.4130 | 0.3194 0, 3958 
0.4 0.4943 0.4941 0.5264 | 2.4610 0.5216 
0.5 0.6112 0.6096 0.8316 0.5703 0,6440 
0.6 0.7244 0,7221 0.7308 | 0,6777 0.7628 
0.7 0.8340 0.8317 0.8262 0.7831 0,8777 
0.8 0.9402 0.9384 ! 0.9201 0.8876 0.9887 
0.9 1.0433 1.0424 | 1.0148 0.9890 | 1,6954 
1.0 1,1442. 1.1437 ‘ 1.1125 | 1.0538 | 1.1977 


如 果 设 有 数学 分 析 ， 虽 然 要 推断 出 一 个 方法 较 另 外 的 方法 更 
а 59 = 


ЗІНЕ. ДЕ РА BS SK М, АТИНА НАН Ж 54 
AU BU d A БА ЗА КЕ - ЗЫ АА, Ritzik СН, Galerkin 
法 可 转化 为 Ritz 法 ) 可 以 简化 $6 的 选择 。 对 于 非 线 性 问题 ， 对 于 
РАР БЫН ЭБЕН, БІН ХІ ЖЖЖ, Ritz-Galerkin 法 
Ааа НЫ BE pIE РЭС ЧЕ E mu УВ 2 
WJ TE. м НХ ^ 3815 rh EJ ВЕРА ЖҚ. НА 
SR ЕУЕН үт ШӘЛЕ {ШЕ Сар JR ЭРЭ Bio ,也 被 
ЈЕ TF 3818 Н] БУ), 48. spot 18:48) PJ WE: BJ TO h „ТЕ А ЕО B, 
ЉЕТА НЕ Eug 5. 
*2-3-4 与 时 间 有 关 的 问题 

жына Эра GEREED ја, BEDE (2.61) Bü 
待定 和 参数 Ci 为 时 间 的 函数 ， 而 假定 ;取决 于 空间 举 标 。 这 导数 按 
两 个 步 双 求解 ， 这 机 个 步骤 土 使 用 近似 法 。 在 与 时 间 有 关 问 题 的 
求解 中 ， 首 先 洪 虚空 间 近 似 ， 再 考虑 时 间 СВЕ ФИНЕЈ» 近似。 
这 样 一 个 过 程 一 般 称 为 半 离 散 近 亿 法 5 在 空 疝 )。 如 同 前 面 几 节 所 
讨论 的 ， 在 空间 的 半 离 散 蛮 分 近 亿 法 得 到 一 组 时 间 的 普通 微分 方 
程 ， 它 还 要 再 近似 而 得 到 一 组 代数 方程 式 。 与 时间 有 关 的 问题 的 
空间 近似 法 ， 对 于 包含 一 阶 时 间 导 数 的 方程 式 , 导 致 下 烈 形式 (不 
考虑 空间 大 小 ) 的 一 个 时 间 的 和 矩阵 微分 古 程 ， 


а 82 | + cate = (Р) (2.123) 
而 对 主 含 有 二 和 阶 时 间 导 数 前 方程 式 ， 有 

ГАЗ сна: 418116)-4Р) (2.124) 
式 中 | 

A; ; = Í Ф:®,4хау (2.125) 


PL F BER PRII HERT- 812 Bi al SP АЈ ЗЕТИ Ју ЗЕ. 
ВЯ СЕЕ ве AJ ОБ РЕЖ Уә J 
程式 
. 500 в 


ГА1:ё3-1В1() = (P Рот, (2.126) 
абз, DAT.CBTRIIP) ЊЕ A BS EBE, (c) Бе E ЭЭЭХ НЕЕ. 
tc} 上 的 点 表示 对 时 间 ? 的 微分 。 方 程式 (2.1263 对 于 任 章 时 ЇЕ 
їс> ОДВЕЛА о 

АДА т И ЕЈ О ЈЕ "EL RIEF ТЫ ЕУ ЕЛІНІҢ ЕЛЕ Bt 
НЕЕ. Зи Ка РА ДА S5 J al Ги] ЕР Et pf [8] Ж 
的 加 权 平 均值 ; 


бума + (10) (6), = Ea s 
m+ 


x 70 01 (2.1272 
ХЭВ, C* MEINE і-і- УХ АН Bin pu EE, АЕ, = й, ~ 
вм ЛН Гараа. ПЕ БН ТА НЕА ГО „То 划分 得 相等 ， 则 
£. = nA, 出 方程 式 62.127), ЖЗ, Ч 5]— 2554 xU d 


A fij 25 Ж: 
Го 向 前 差分 (Buler :方案 有 和 条件 的 稳定 
| l Grank-Nicolson 方案 
цаг | — 
| E Слегка Е 
“1 向 后 盖 分 方案 有 条 件 的 稳定 
(2.128) 


在 方程 式 62.126), АҒЫНЫ f, BP o£, ЖИ ut 5 
《2 .127) ,可 得 
ГАЗ}: = ГА {0}, + ВАЎ, ДР] ал ~ [Ве нь 
+ 61— АТ, 14 Ру, — [B Це}, > 
(2.129) 
НЭЭН S i, Ме), а Я} Еж, 18 
СГА] + ВАР Ве} ина = [[АЈ ~ (1-5 At. А ЕВО се|, 
+ АГ „ГО {Pha #01 — 60 £PY,] 
或 СА {2} +1 = СВ (с), + (P на (РА на (2.1300 
Жан | 


. &] а 


ГА] = ГА] + 047 „1 ГВ1 

ЕВ] = [А]— (1— 0)47 ГВ 
ЭБЕ ГА, тї шн! АРИЈЕ ЕВЕ = t,, i Ч ОЙ. 
=£ = 0 时 ， 上 由 问题 的 初始 条 性 其 解 是 已 知 的 ,， EH. m H Жа w 
(2.130) Rt = А, ЕАУ. НУРА АБЕ ТАГ ЕН {P} 已 知 , 进 
ВНР} аль 

БИШ. ЖИЫН Sm B ЇН] Ї#]  , 36 H 8035 в Vr Bg БЕН. 

вази E. ӨЛЕМ ЕКЕНІНІҢ, АЖ. 
ФЕ K AS F ia] ia] ВВ ВЕ Г Z= SE K Е НА ЖЕНА НЕР, 081122 0 3-8 
же ЕЗІН ка. Ат, ӘНІНЕ БЕЛЕ ЕЕЕ HI. 
Ans F pJ ВА ВЕЛЕ ЋЕЈН А ЖЕН, ЕМЕН ЕШ, Ж 
ЇЕ Л Ж (2.120 ERER (RRA R: E] PS Жар), 


(2.131) 


де (Г[8] —АГА3) = 0 (2.132) 
更 准确 地 说 ， 有 

没有 波动 的 稳定 0<2А4<21 

波动 的 稳定 —1<А<0 (2.133) 

不 稳定 А«2-1 


T EHER, Crank-NicotisoniiziGalerkingjd Et $5 с ËJ В Е (г ==. 
ва Вар АГ ВЕЗЕ Ж. АНК pu А Е Рае). 

$2.10 БЕ ЖЕЛЕ СЕНЕ — НЕ ЗА фе Е 
ІҢ ЕЙІН); 


9.99 б<г<а (2,134) 
HARRA: 

(0,2) = 0 SS 0.00 (2.135) 
НА НЕ POE 

й(к,‚0) = 1.0 (2.136) 


Жан, ар BP E, РЕП, са, 
на, ЕЖЕ, Нв, MARREK СЕ 


“ад” 


的 时 间 ) , E ЖЕНА RUE 


ДР р ди иу 
o= | (92 - 4-4) 


=f (v vo + 99. ди уаз (2.1375 


H Pa = ТРИ УРУК ХЭЛЭЭ РЕЈ = ОЛЕ? IE [АЗЕ EIS, 
边界 项 等 于 零 。 
考虑 下 殉 形 式 的 两 个 参数 的 《 半 离 散 》Ritz 近 做 式 
их „#) = фут) + Сусу уфусо (2,128) 


ЖЭЛ 6,20, ġia rig: =24, № ДЕЛА (2.138) ШЛА 
(2.1375, ЯЗ 
ES dc А. Еа d, аф; — D 
|, | (> =з WP Ф;) L 2 °; qz — i Jaz = 0 (2.139) 
ГА Це + Н] {с} = (02 
р Aysh ewe ви 995 АГ — 4-12 
(2,1402 
МЕИ, 18 


801 15 1 У + dietis (2.141) 


АХАТ Z= In] НУ Е НЕ. 

方程 式 (2 .141) 可 求 得 精确 解 《 如 采用 拉 普 拉 斯 变换 法 》 或 
近似 解 《如 采用 上 述 阴 时 近 仙 法 或 近 亿 变 分 法 )。 在 任何 情况 下 ， 
我 们 庶 知 遵 cj; 的 初始 条 任 。 因 为 抄 现 有 有 前 近似 ， 初 始末 件 &1032) 
= 11: ДЕ зе Е Гру 10:00) + с, (02? ЖӘ Жіс1(0) = 0, 
с:(0) = ОТАУ ДЕ PET, ЕТІЛ ЖЕН — БА TELA И] Galerkin 
法 来 求 初始 值 citoya 

Е КАРЕ ТГ. АМАНЖАН 

Е-иы(:,.0)-1-3Х:(0) +zZ?e,(0y = 1 (2.142) 
Ж Gaterkinik( Д1 ҖЕ JA ЕСГ 33151 ЖЕЙ на 
. 63 >» 


1 
| [zc (0 + rte, (05 ~ 1]zdz = 0 
ü 


] (2.143) 
f [ze (0) + 22,00) — 1lz2dzr= 0 
ШЕЕ «ср ЕЕ = 
2160) = 4 с.(0) = - = (2.144) 


按 精 确 广 法， 我 们 可 解 具有 初始 条 件 52.144: 式 的 常 微分 方 
TROR.141:, fh jf Laplace ә, nj 


SA (63 — [А1{2(0>} + CB e = {0} (2.145) 
т, 50 Тарас вен ЗЕ ЕЕ, бяс 1ар1нсеЯк}%., 
г: = | este СРДЕ (2.145) 
Пп 
得 | 
205--60 1584601(8,3 (30 
155 + 60 123 во 51} 180 (2.1472) 
H 8, 1234240 — б. = 1054 120 _ 
382 + 1048 +240 > 332+ 104$ +240 
(2.1470) 
жена 


e (Е) = 1.6408е-32: 1807 2 35026e-?* 4882 


с, (+) 一 -- (2 265е-3*. 181 T£ + 1 0689е- +" +3вгу 


(2.148) 
Au E НЛО, mud 
Г1 уд; Фуд ТГ 1 
14 | e: | 
saranane T .. нө. 1. ө а J | 
Igaro : 14328 ||, | 
L 1 : 9 1 L ат 
[l съ-бд 1-а-өл, 7 Го | 
к. и 
d -ü-8Ai 1 Ма 8244 PE 
L Š 5 4493, 


т 64 4 


(2.149) 
ЭМ УБ РЕ РУДА ННИЈ, PRO р t— nA! е, Вана = (n+ DAW 
Ї са 初始 条 性 由 方程 式 C2 .144) 给 出 。 
ка .6 表示 按 方程 式 和 2 1480 5 (2.1490. 给 定 的 ci 所 得 
Xr AM ES F Я ИЕ ST ПРВУ НЫ: 


теу щит | 
в, = 2 У e€ aun r À, = mM 


Т.о 


(2.1505 
82.6 (B2. тока ЛЕ БЕК (^c -0.059 的 比较 


| | Ritz-— Laplace 


t = 解析 解 ? 1 

| 9--2 = 
0.2 | 0.5 0.5532 0.5555 9.5610 9.5548 
| 1,0  ! 0.7723 0.78 14 0.7913 0,784: 
0.4 | 0.5 | 0.3356 0. 3376 0.3441 0.3372 
| 1.0 | 0.4745 0.4777 0.4858 | 9.4771 
05 0,5: 0.2049 0.2054 | 0.2113 0.2045 
1.0 | 0.2897 0.2908 | 0.2989 | 0.2950 

0.8 | 0.5 x D.1251 0,1249 0.1297 0.1246 
| 1.0 0.1769 0,1757 0.1838 0.1763 

1.0 0.5 0. 0784 0. 0760 0. 0797 0. 0757 
| 1,0 x 0.1080 0.1075 0.1127 0.1071 
1.2 | 0.5 0.0466 | 0. 04526 0.0489 0, 0460 
ИЛТ” 0. 00854 0.0692 0. 0652 
1.4 0.5 | 0. 0285 0.0281 0.0300 0.0406 
| 1.0 | 0.0405 0. 0425 0.0395 


0.0398 |, 


| 


сн —— --— = —- 


Ritz—Galerkin #4 


ТШ. НИ © 95 КУШН] ШАД 35:55) јат, ар 
ЗЭВ ЭХ, Т АН Р ЖЕ НУ ВН ТАМЕ И. ADEA рЫ (空间 } 近 
fp ZR РЯ Жаш: NC В TE 
Г4 118 + Гв ис = {F} пр < #, (2.1512 
її ЛЖ {И Jy ЖЕШ BJ a) = HE. Hx КОНА BJ — ој за Л 
. 65 5 


pe 


Newmark 直 接 积分 法 。 在 Newmark 直 接 积 分 法 中 ， 一 次 时 间 导 数 
се| ЖИРЕ СОН Н 3140) 本 上身 在 第 !Q+12 ~ ЕЈ НИЙ | Ағу = АР, 
=... = АРУ 用 下 列表 达 式 近似 ， 
(еміс {ln + 001 а) (8), таёр, 11А? 
(Quac t), + ChAC[G 8) ies ве, | ans 
(2.152) 
AP, «ЯЛЛ Ва Ју ЖЕ РЕНАН РЕВ ВЖ, Р nion E 
第 + 个 时 间 闪 隔 〔 即 在 时 间 + = 加 时 》 计 算 的 解 。 已 知 а = L 


和 8 = 二 以 便 得 到 无 条 件 的 稳定 在 线性 问题 中 》 方 案 , 该 方案 相 


当 于 等 平均 加 速度 法 .e= 8 = 二 的 情况 查 当 于 线性 加 速度 法 。 


重新 整理 方程 式 (2.151) 和 (2.15225 得 
ГА (сјаја (2.153) 
式 中 


ГА = ГА +а, ГАЈ 
(f = {F} а EA] a, [о] а, [6^ ras (0),) (2,154) 


— Вос) і, 1 = in ДАН НИВО ЖП Le ТЕ аа ВУЙ Br Ж = 
[tee СЕРЕЖИ НР» PPPK АЖИ ЭГ НИ ЛА 12.152) 
0 3а) 

(еј) нь =a (е? ва" (са? ~ а, (6), та, (2). 

{б} (8), та (2) "а (8) 1 (2.155) 


ВАТ а = 0,241 а, = 3-1 
пан talAt а,-ад? 
кр аре МЕН МИНЕ Асо (Ра, 46) „„ВЕЊ МИНЫ Ва ЛИ, 
我 们 可 以 反复 地 人 解 方程 式 (2.1599, ЖЖ ЩН — Н í — 0083 Ж 5: Fk 
{eR ay IRI Sg 3. | 
. JL fe ЕРЕ ЛИК IST ВНИИ НЯ Ма ЖЕТЕ ЈЕ 2238: B9. КОО 
Newmarki& је АЖ ФЕРИ ЗЕ СЫНА нА НА, Ил, ЖАШ 


. 66 е 


в = 


它 可 能 是 不 精确 的 ) ,有 一 种 方法 去 确定 4+ 慎 是 有 帮助 的 ,对 该 4: 
值 ， 其 解 也 是 精确 的 。 下 列 公式 可 讨 算计 何 增 量 ， 


Ар Тела 
л 


Хан, То. ke ЖЫ SE ЈЕ ЈЕ АРЕНТ РЕНЕ 
ау, БИЈЕЉИНЕ, 
МЕ. Ca ГА -АГА Чи) = 0 (2.157) 
ie)ntid 3618 ИЕ WE AS RT RE ДА lal BER Dš BH ВАН, ЗЕЯ ЈЕ Ix 
下 ， 我 们 本 以 利用 方程 式 62.151)， 当 上 =0 时 去 计算 {e}。 
БИ 211 考虑 端 部 固 结 的 等 截面 好 的 动力 坷 题 〈 即 非 税 完 
HEDD, СЕНЕ ЖІ К 


(2.156) 


Ətw ам RA. = 
“Эш, Т 9 Ро << 1ЯНС0--0 (2,158) 
其 边界 条 和 件 为 ， 
= 9 20,1 #>0 (2.159) 
ax 
За Р ОМ: 
w = sint- ЛЕ] — 2) Ото Qer], f в 0 


(2.160) 
f Ее, МӘЛЕ HEX а ELA ФРА ЕЛУ DUE CL ЁС, 
TEGalerhiniE g Ritz] y JE XT DL ЖЖ НБА НА. 3535 ра 


Ter MI PL ARE. 
фу 一】 一 соз2лае,ф, = ] COATT, -- „ф, = 1 ~ cos2nzx 
(2,161) 
a ВИ ЗА ИЕ ЕЕ 
х 
1 dz e d* ф, 1. -% _ 
>| Ge ФФ, + с, аз“ „аз 0 
或 ГА (е) -[B](c) =0 (2,162) 
. 20 ! 4$: 45 ф, 
ЗЭР Ai, = | 0 dz ва = | 878 аа? Ах (2,163) 
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ИЕ А 2 (N о ин Л ЕРУ m. 19 
(2x)* 


Av. => На; = 2 (2.1642 
НОЖ (2.162) Же (E = ВН, ,/ А117 

d'e) а _ Qm = 
1273 ЖЕ АНИ ЖҮНІ W Da 

съ = asinktf + beoskt (2.166) 


式 中 ，a 和 8 是 由 初始 条 和 件 确 定 的 常数 ， 在 初始 值 w 和 aow7at 中 ，, 残 
жи | 
К!-Ү(у,0)-510л:42201-2) 
71.0201 7 соѕдлт) c imm + mtd co) 


2.187 
ЗЕТА ,0) -0- 2220) (1 — совал:) ( 2 

Еф, = 1 — созло ро За 32, Б|рСбайегкїн #4 
c (0) #0. 1107 tt (0) =0 (2.168) 


Ei Насо, 6=0.1107. ВИ Ж Л Н 5: 
wOr.12-0.1107(1-— соз2дх)со522.7929# (2.169) 
如 用 Newmark 直 接 积 分 去 解 初始 条 件 为 方程 起 (2.168) ВИ 
分 方程 (2.165;， 可 得 ; 


Ё,(бфу=0.1661а„ —57,5105a, 
(2.170) 
卫 对 于 e = ЖА = +, а =4/(41)?。 然 后 ， 随 时 间 增 加 ， 我 


们 需要 重复 解 方 程式 《2 153), 

对 于 不 问 时 间 间 陆 用 方程 趟 (2,169》 和 Newmark 法 给 出 中 
ХАМ OCA H р 2 Еа. ня, Врат ОКР 
| 7. Dja 


‚ ба = 


w. = w(0.5.ty 


Fj alt ` 


0.68 022 9.16 02 


“图 2.5 REIG A PE B PI 983 ни h REE 
ЈЕ ЊЕ [И] Эс 3 НН СВ 2.11) 

RMA EL ЕР РИКА ІН ЧЕМ ла Во НҢ ЗЕ И ЭРЭЛ 
№. ня, МЕ, ХЕ BT TE BJ > BE BOSE ET z FB 3 E 
іні. P h: yK РЕНО АЈ Же, ФИПАЧЕ>Е ІНІН НИ 
НГА. НК, PEH. РА ЕАН, таз 
决 于 采用 前 变 分 公式 。 对 于 本 埋 题 的 补充 说 明 ， 读 者 可 查阅 本 章 
ЖИ ГЭЭЖ. 

ЗОЛГОВ А ЕРА 2 НЭЙЛТ- B Fr ЖЕ ЕТІНЕ» 
iX HB hir ИНИ К Н RT НЕР НВ Б] ИЕ CAB 518. 

2-3-5 JLAC 

VA E S р рН BS FR 2 ОАЕ) ЖҰҚ С1ДЕН2Н, бает Кофе, 

йе В) 提供 了 求 物理 问题 近似 解 谣 障 单方 法 。 该 法 所 包 


+ 59 • 


392.7 PDNER21.11D5i gt EU 26 ms 62) 31-45: 


ашы M Newarki А ‚ ЖЕНУІНІ НУ | је 25 [ај 的 Galerkin 

At= 0 At= 0.005 лї = о, 0025 |9” ILLE d 
0.02 0.19498 0,19884 0,18877 6.19879 
0,04 . 0.13626 0.13574 0.13550 0.13558 
0.06 0.04595 0.04498 | 0. 04168 0.04455 
0,08 | —0.05367 | -0.05495 ! —0.05550 - 6.05534 
0.10 | — 0.14242 | ~ 0.14368 1 —D.14421 | —0.14408 
9,12 – 6.20233 | —5,20312 | — 0.20347 — 0.20336 
0,24 —0.22126 | -0.22116 | —0.22113 —0.22113 
9.16 —0.19587 | -0.19411 : — 0.19355 -0.19374 
0.18 | —0.12992 | -0.12750 | -0.12640 — 0.12877 
0.20 -0.03816 | -0.03490 | -0.03343 -0.03392 
0.22 0,06133 6.06182 | 0.06637 0.06586 
0.24 0.14840 0.15132 0,15261 0.15219 
„26 0.20542 0.20693 0.20767 0.20744 
0.28 0,22083 0.22046 | 0.27028 0.22032 


ЖАЗЫК КЕ Е EA EB VS УЕ I ЗЕЛ UU 
ЖЕ ЛЕЙ ФҮ ШЕ „тв HL, ВЕЗЕ g ЗА TLLA Hj {3% ЕНІ БЕ ВЕ oet 
(E 4 Pk E pk pik ak (И ТЕ ECCE. ЖП бх В. 
АЕМ ЕН. ЛЕ? 12:00) HE ШЕЕ ра НОЕ РЕ (Log d, 
ХЕ ЕРЕК ГЕТЕ У ЕН РА До В, ЇЕ НАС 
ДНЯ ЖЕНЕ. АЕН Д.{ИГ 8119 ЖЭЛ REB, Ж НЫ 
ғынан, ЗИК СЕР АҚЫНЫ га 
НА, МЕННЕН ЕД UU, ЯНА НЕЋЕ о РИШ. xf 
ВР ЕВЕ L ру ЖЕ ЖЕ XE By — 3E Ritz # RIDE Ф, =1- 
cos(2zz/L), ТЕХ = ҒАР СЛ 9 АХ, НЕА АА] 
МЕНЕН. 25 pr 28128 M јај BL РЕЈ ВЕ Жал 51-28 ЖЕ [Ww(0) = w“ (0) 
018), АЛЕН ЖЕ ти = БАЗЕ БИ — 1 Er ЗЕ АГ 
Жу 1-с08(5:/10, А, БЕЛ за Де ЖОО 0 6, МЫН 
ИНЕ Л ВЕ НУ. Я-А ЛЖ, ВР 
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ЖЕРЕ ИИ LE METIRI EA На, 

上 述 讨 论 表明 , 变 分 法 可 为 求 得 近 但 解 提供 一 个 有 效 的 手段 ， 
假如 我 们 能 找到 一 个 途径 去 系统 好 建立 近似 函数 ,对 几乎 任何 儿 
体形 状 ， 近 似 琢 数 仅 取决 于 被 解 的 微分 方程 ， 而 不 取决 于 该 问题 
的 边界 条 件 。 后 一 个 特性 能 够 使 我 们 对 于 一 类 特定 问题 《在 这 一 
类 吾 中 的 每 一 个 问题 仅 在 数据 上 与 其 他 前 问题 不 同 ) 提出 计算 机 
程序 ， 即 通用 计算 机 程序 。 对 于 一 个 几何 复杂 的 域 ， 由 于 必须 建 
立 函数 ,看 来 (请 思想 确定 一 个 不 规则 物体 的 质量 中 心 时 组 合法 的 
讨论 ) 应 将 域 表 示 丈 《或 近似 为 》 简单 几何 形状 的 集合 ， 对 于 该 
简章 的 玫 何 形状 ， 近 但 函数 的 建立 变 得 比较 简单 。 

以 下 几 章 中 要 讨论 的 有 限 元 法 正 是 根据 这 些 想 法 。 在 几 限 元 
法 中 ， 由 几何 上 简单 的 形状 (单元 ) 的 集合 来 表示 (离散 化 一 
个 给 定 的 域 ， 且 在 集合 的 每 一 单元 上 ， 用 任何 一 种 变 分 法 建立 之 
制 方程 式 。 对 于 每 一 个 《典型 的 ) 单元 利用 其 基本 边界 条 件 给 
定 什 是 因 变 量 或 它 的 导数 的 未 知 数 〉 来 系统 此 产生 近似 函数 。 通 
过 可 入 单元 阁 达 界 交 点 处 因 变 量 的 连续 条 件 ， 将 这 些 单元 联系 在 
一 起 .通过 对 有 限 元 法 的 这 些 简要 的 定性 描述 (或 预习 ) ,我 们 将 转 
入 第 三 章 的 讨论 。 


2] Ей 


2.12 HA ГАМАТ Riz Bim ЖЕЖ ЖАЗАНЫ, 
аа но | = Ü Ож 1 
uiga =Q ие = 1 
FHRA ЛЫН Б, EH ARAS N = РАА ЕТЕРІ ЛЭ, 
2.13 на Та кл ВАРИ РЪЖЕВО Кт: = А На = Н Р 2. 
2.14 WF P 542j EA CHOR SE Eg ЯНГ Bu ag ЖЕР = јр ЖШ 3 BJ ТЕ) 
JN ВИН, РЕЖЕ Ју БЕК 


(Е EIU ) +тожо 0L 


в 7] а 


.. mui" [к-р зен - --- - 


w= EI = у # r= 0,L № 
іх? _ 


(a) SET PECES 

Co) жт стаж 
ЖЕР REGEM В1128 S E ma ЕН, 

2.15 {= јела Ро ER iP 942.11. 

2.16 5 7-1,06(1- ПУР EE ИЕ JER 2.14, НІН. Otro 8 Dirac 
О. 

2.17 用 具有 代数 包 项 式 的 民 ilz 法 求 习 题 2,12 的 前 两 个 特征 值 ， 

2.18 建立 特征 秆 问题 的 N 个 参数 的 Ritz 方 程式 。 


d d 
—а=( 025) - ма = 0 = z< Г, 
u(0) 20 a^^ ku = 0 Ех = 1, 
тен, алқа. AERE. EH Заре АННА А зна, 
ЗН: Wr: ЗЕРЕН. 
2.19 ЖЕ -HDR 3 Galerkin 
Фи е. 1-0} 


dr? а 

али А s= 0 I oz 

dz? ` ) 

uin) = (0) =0 oG) = 761) =] 
Ах Их 


ud. а, Fa e d. 
2.20 ЖЕЛЕВ И TE BS Аз & ЖУ yr ic! Ra 
du (йи 2 


— цс + 一 
dr dx 


=4 Оа 1 
u(0) = 1 м1) = 0 

ЗЕ РЖ ОН ћир =1- "Е. ЖИ, 

(ay Galerkiniz; (b) ров 

(c) Евїгоу-Саї лэ ж (55-09, 

2.21 АТР Лу 65k 52 Саіегкіп й, 

-Vusi ШИНЕ; t=0 ЧЕГЕ, 
2.22 3 —4 3EXp Z f bi Б Н 22108 Л ЭРИ Ж, 
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М, 


s a zum 


Тай! 


3X Hi = ft Л ЕАН НАД ЖҰ), 
2.23 ПНА ЖЫ ЕЛЕ a ИІН Ж E OI) C at ИЙГ 
SEN... НР: ЕҢ Ву: 


лт o. ды 
= sin— .sin—— 
фі а а » 


el Jj Ж ПАН ЕЁ zÉ >H 
а 4 [г] аза; _ 
p| | учага + КЕ drdy=0 


2.24 用 配点 法 重复 计算 习题 2,18， 配 置 点 工 = 工 /4， 工 72，3 工 /4 
2.25 求 下 列 方程 的 前 三 个 季 征 全 


2. 
Фи -0 0-2х<21, 
rir 


1-0 fEr-cO0.l1sb, | 
ва l 1 3 
же = =, ru ЖЕШИП S, 


2.26 考虑 微分 方程 


作用 下 列 二 组 边界 条 全 


1. 8н(0)-0 #41) 705 
2. иб0»-0 СИ 1) 70, 
X 


ТЕА, a Виго ЪАЛО с г 2, 


= 的 配点 法 。 并 与 下 列 精确 解 比 较 ， 


w 


1 
1. мо = (cos + РЕ— 1)5 


_ 1 - 
2, Чо = а (созла 194 


1.27 性 虚无 量 岗 的 热传导 方程 
за әз _ 
at ox? 


边界 条 性 为 ， 


0 Оса <<: 


. 73 s 


60,1) 一 Зи (0,2) -0 0<2<<21, 
MIS RE: 
Hr, 0) -1,й 
求 下 烈 单 参数 解 ， 
(n) НЦ: 
(b) Galerkint£, 
(c) Petrov-Galerkinffg (u= 0, 


ЕРІН ə2u _ 


ari 212 0 0<2х<21, 
31 55328 ЇЕ 21: 
но, Ёу-141, 19 = 0, 
ЖАЗ fa a 
u(z,0)- r(1— ж) 210,0) =0, 


采用 (a)Gaterkin 法 。(b)z= 处 配点 法 , 求 单 参 数 的 解 。 选 择 下 列 近 似 式 ， 
их, =g (tyy(l1-— zr} 
Же: t ЕК Pë ЈУН Të WE < 
2.29 офа бајк ји а 60 131 2.28. 
2.30 WEBA ЯН (2,151)81(9.152) ПЕН 55 — НЕ ГАР PR 
(2.153)j 可 以 表示 成 另 一 种 
СНС = ТЕ] ла - 1806). 
За з 
СН] = BLAN CR] + ГАЈ, 
(5), = (с), + ан), + (4-8) (дъще), 
2.31 ЛјМмемтатканај 7: 36 2.152) БЕЛА 
[MJ(C) + Ген) + СЕ с) = (Е) а 
зел ИМ, К Sx 
EAJ Cha = (РЈ). 1» 
зх н 


ГА + СК + а [48] + 45101 а-а 


. /4 + 


ІР), = (Е). +ГМлса е, +a (С), a2 (C) + геа, (е), 


ато ана 16717169 


өн эр өг (2-0, 

MES: ҮЕМЇЇ АНЫ, ЖЖ Са), ЗЕВС. 152) B3B д 
ВС)... АЛ, ЧЕ А (2.152) ПИЕЈЉ— КО ЖЕ 
ШНА Ис а а СС а Са ОН В. Бер, ЖЕНИ 
Ка Аз (а), ЭР їс}, МЕНЕ ДЕ, ИЗ 
Br 35 ERU) БЕ „ 
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рота 一 维 问 题 有 限 元 分 析 


5-1 概述 


在 第 二 章 结 束 时 曾经 指出 ， 传 统 徇 变 分 法 ( 即 Ritz 法 (Ritz)， 
Сет Кто ( Galerkin), Ве Г-ДЕН рн АЕ Руа, 
BJ 3X эл р ні ІН ЖЕ у Ко УДАЖ Г ЗЕТИ ЕЕ. Е 
Ar. sú ЕМ ЖЕЛЕ L НОҒ, 当 给 定 域 在 几何 上 很 
531, {ШЕ ЕЕ НЕ SE ЛИН Ж. Ha ТМИН ЕН BERE UT 
ЙЫ ER] ЗА PE во ЖД, Т] EJ НЕ Л EL РА St E Tk R НУ у ВЕ — да ЈЕ 
+ ИН, Е Рота, КОНИ Я 法 在 获得 近 亿 解 
时 比较 简单 《一 经 选择 好 近似 函数 就 可 以 获得 ), 但 在 计算 上 从 来 
ЖНЕ 1348 ® B5 43 ЗЕРЕН И. | 

从 理论 上 说 ， 一 种 有 效 的 计算 方法 应 该 具备 以 下 特点 ， 

1. 这 种 方法 应 该 具有 坚实 的 数学 及 物理 基础 。 

2. 这 种 方法 不 应 受 几 何 及 物理 结构 的 限制 ， 也 不 应 受 荷载 ” 
PEM HPR io | 

3. 公 式 化 过 程 诺 该 与 域 的 形状 和 边界 条 件 无 关 。 

.这 种 方法 应 该 有 足够 前 灵 活性 ， 不 用 把 整个 问题 重新 进行 
公式 化 就 能 够 选择 希望 的 近似 程度 。 

5. 这 种 方法 应 该 是 一 种 系统 化 的 程序 ， 能 由 在 数学 计算 机 上 
日 动 完 成 。 

TER 7o 1T [BL ЗЕ v R P2 АЕ ҰБН, MERS AR 
” 算 技 本 所 县 有 菌 特 点 。 这 种 方法 实质 上 是 用 几何 上 很 简单 的 形状 
来 表示 一 个 可 能 是 比较 复杂 的 给 定 域 ， 根 据 这 些 简 音 的 几何 形状 


в, * 


ВЕНЕ Ж ЖЕНЕ НЕ КЕШЕШ ЖЫ жн, РОЖЕН ЙО Л Fa 
的 Ritz Galerkin i 5, ВЕ 31213 ЯР БЕБЕ 36 | ЛЕ УЕ ВЕ 
БЭР ЖЕЛЕ Ж, УТА Pai Py АЕ, 55 
后 解 联 立方 程 组 。 用 有 限 元 法 分 析 一 全 问 题 的 基本 步骤 ， 用 流程 
图 列 于 表 3. 1 中。 

3.1 一 个 典型 问题 的 有 限 元 分 析 的 步 票 
1. 将 给 定 域 离散 {或 表示 } 为 一 个 预先 选 据 的 和 有限 元 集合 (这 一 步 可 以 推迟 
到 方程 的 有 限 元 公式 化 完成 后 业 作 }。 
a. 按 预先 选 好 的 单元 划分 有 限 元 网 赂 。 
b, 将 节点 及 单元 编号 。 
c,. 形 成 解 此 问题 时 所 知 要 的 儿 何 性 质 ( 俩 可， 举 松 、 截 面 面 积 等 }。 
,推导 网 格 中 所 杏 典 型 单元 的 单元 方程式。 
a. 对 与 型 单元 建立 给 定 微 分 方程 的 变 分 公式 。 
b. ваза во pj3e Eu FU DET TÉ 3 | ` 


u = > ниў, 


HEERA R. ah, ВИРА, 
pkirt “е, = ГЕ! 

с. ЕЕ, ЭРИ Жа ЛЕ PE. 10 ЯК B Es 26 а ВЕ ВЕ 
用 的 让， 可 以 直 控 选用 。 

З.Ж ТШ Ж ӘНЕ НІН ЖЕ хы. 

а, ЙУ ZE sz Едо Wr wa И IS 78 ex B Зе ЖЕ , h ЗЕ ҢҢ Чи Pë Sr: НД HR Е БЕТЕ 
3 ER SE СВИ ЈЕ ЋЕ В EH ЖЕЕП БУН ЕН EE 2 ЗС ЖЕ — 26 ж BU БЕ ЗА 
ТЕ). | 

b, Евро ЕР ЗЕ ФР НА СВ ЈЕ ЙЕ Ж boe ЖИА Бо УЮ де ПО а 
№] Ну: 352. 

c.JHH3.a. 3.b303-2-33654] ТЭР Эт ЖЕЙК ДИ ТЕ CIO. 8.2671 Век лежа 

4. GLA M E H ЕТ. 
a, 信 规定 的 全 局 主 自 由 度 相 等 。 
b. 令 规定 的 全 局 次 白 由 度 和 外 等 (车 在 3.b 中 尚未 作 的 请}。 
Б.Т RH EX | 
6. 27 АУЛ ЖАНЕ, 
a, H 26535 h ЖНА МЕНЕИ ЖЛ ВО Ph и USE RE E [op (и 
b. ЕЕ ВИ < э pi BJ ЈЕ А, EK S Ж луй Ж. 
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在 下 面 务 节 里 ， 我 们 将 介绍 形成 有 跟 元 法 基础 的 车 于 基本 概 
念 。 汶 此 ， 我 们 把 某 些 实际 问题 和 理论 上 较为 复兴 的 问题 放 在 本 
ЕНШІ, ЕЕЕ. 


5-2 一 维 二 次 方程 式 


求 满足 以 下 微分 方程 
- a EL fo о, (3.13 
5 30 9. ЛЕ PF 
ико) =0 ЈЕ =P (3.2) 


Н) и), ЖаН, asalt), /з (гу EPH ЈЕ] ИЖ, ВЪН 
式 (3.1) 代 表 的 物理 问题 的 例子 见 表 2.1。 解 此 问题 的 有 限 元 分 析 
的 逐步 过 程 给 出 如 下 。 
321 将 域 离散 化 为 单元 

но je] Ei ВО — (0, 划分 成 称 为 有 限 元 网 格 的 一 组 线性 单 
元 ,3.1 中 记 示 的 网 格 是 一 个 非 均 入网 格 , 因 为 单元 是 不 等 长 般 。 
任 箱 两 个 单元 的 交 点 叫 艇 单元 问 的 边界 。 这 些 交点 和 可 能 的 若干 
个 中 间 点 称 为 总 的 节点 。 第 Ee 个 总 的 六 点 的 你 标记 为 xz.。 

一 个 问题 中 所 用 的 单元 数目 主要 决定 于 单元 的 类 型 及 要 求 的 
精 涝 。 每 当 首 次 利用 有 限 元 法 解 一 问题 时 , 剖 要 逐次 改进 网 格 ( 妈 
增加 单元 数目 }, 并 通过 与 采用 较 高 次 单元 时 获得 的 解 进行 比较 的 
示 法 来 研究 有 限 元 近似 的 收 敏 特性 。 后 面 将 会 简要 地 讨论 单元 前 
次 的 问题 。 
3-2-2 ”单元 方程 式 的 推 蜡 

从 网 格 瘦 取 当 一 个 典型 的 单元 gr = (та, тв) ЖЕ, 
单元 为 线性 音 元。 假设 此 上 典型 单元 是 第 e 个 单元 , 今 和 欲 利 用 第 二 章 
讨论 过 的 任 订 一 种 近似 的 变 分 法 来 解 此 单元 上 的 给 定 方程 式 。 利 
用 变 分 法 得 到 的 方程 一 般 表示 为 初始 变量 ( 即 与 规定 基本 边界 条 
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TOR Зе ЛЕ НО КАНСЫН Е A ARA ЯК PET XXI ЯЕ ROO 
Ву. FL T ЖУК ue ЖЕ Ез PRU OD Jy Е АННЕ ЈЕ Л 


法 。 
昔 元 方程 式 的 变 分 公式 由 于 方程 43.1) 对 域 40, 工 ) 有 效 , 特 别 


Г И" = (=, Тв) о 


f (х) 


图 3,1 -324м1П-1К 5 Л ЖЕ DAA RTA АР. (3) 物理 问题 ; (5) 
数学 理想 化 ;C8} 有 限 元 离散 化 


松 提 2-2 节 所 述 的 过 程 ， 可 以 对 于 此 草 元 建立 方程 (3.1} 的 误 
分 公式 ( 见 图 3.2): 


TETEN 
- | š ač? Он руй |а ~ ay] 


ан, о ЛЕЕВ ХЭРХ ЛАН ра >, Е ЕВ 
у, 37 А НЕ БН Е = z, J: zs 928 E Bu uy НУ, ЖЕЛ ФЕ» 
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(а} 


Аха) ы =} нв) = и) 


du 
а 57) = ЩО ——— Р? жа ач) 


x = XA X = Xg 

(5) 
Вз.2 FEG. DO- НЫ Л. BERE dE: са Маза с ТАН PROC 
Fj ЕЕ ЛҮН у РЕН Hina. >= 总 的 坐标 , РМ), ЖА = 
m— га (b) ЈЕ Ела ЛЕШ a ay Eb qi КАР Е (adu/dzy X X dj —- 7975 


M TET = z „ИЕ Е BU C — adu / dz yp ІҢ ЈА pu ЙЧ Ё ЖЕЛ dA. 
АН, {ЕШ S КЕ ЛЖ ІН 913255 Ми Е tK АК ЋЕ Cad и/ 


ах), > 


TEPPET PE HTP) но? (3.38) 


(~ ЖӘ 


зол ЖЕ Т ЖЕШ БАЛЕ 3820 С Ето ЖЕ Ауа ЕШ 3.269 
ЖН 30 ВА э БУЛ ЕРНІ, ЯУУГїЕХ (3.33 的 符号 ， 变 分 形式 
变 为 


от 
—- (2 — {+ 


0-1 КС: аз СИ шу /)de — Рока) – Ро (вв) (3.4a) 
或 0-В(0,84)-4(00) (3.40) 
XB, ХОВД ЕРЭН ГОН 
[7*5 200 du 
Bio, u) =} a ds: di 


(3,462 
Icv) I ІШСІН U( PU + (Ев) Р? 
* A4 


Вет, НА ЭЛ СЭ. 30) ЛЕЛЕ) ПУКИ, 5 8073 эс 
ч 8] * 


. — - .LLL.. mmn -= Ü ------ 


НУ КСЕ Ба НЫ НҮХ 02. 881, 


х n cius 2 | 
П си) = | ауан, |a РӨн(т,үу- Postez) (3.5) 
N А И! 2 (Fx) | 4 н 


Вр fà HE 5) Wr АА ЛЫ ЕТІН Кз 3787: Қ 
为 (3.39) 的 变 分 问题 (3,4) 的 近似 解 。 令 在 此 单元 上 # 的 Ritz 近似 
nw Ii 


нх) = Уа 62) (3.6) 


Җир, ауу јен, ФКК ЕРЕН ЕЗ ЗЕ ӨЗІМ 08 
数 。 以 上 的 方程 (3.6) 和 = 由 全 入 式 (3.4a)， 得 


0 = > z (‘аби аға = | "haz Раса) = PY hls) 
ха . 


а 
-Жкбао-ғо 4-1,2, ss а 


i—i 


或 

ГК. Це = (Fin (3.7) 
жор, УКЕ РЕ АЧАА ЗАН ВЕК, ЈЕ КОН ЕЈ И МЕР? Щ 
下 式 给 出 

К,у-ВОд. Фр) Бус КФ) (3.82) 
或 更 特殊 地 


11 


| ое йг 
LIT Ё 1 
К NE “ір Зах 


F ш | “уак ФОРС (n4) + РАН (ка) (3.8b) 
ма 


ВЕЕ АЛЧЛБ EE эЛЕ ОБЛ ЛБ БЕЈ Жор? НОТАР. ЈЕ МЕТЕ 
ЖЕЙ b. Ч SUPE ЈЕНЕ ЛА] 的 。 

ву ТОЈ ЖГНЕ НЕ ВЕЗАН ИК Erg ЗЕ #F 5 Jy Pa 
(2.652 ЈА ЕНЕ ЕНІН. THE, {ЕКПЕ н, НЕ 是 
НИЕ, ЛЕМ И ЕШ Sra, 2 Y WA ЛЕ (2.65) 中 的 条 


s. 52 ғ 


PF1, ТЕНЕ NDA Lp ОЯЗ. БОЗ] ГЭР 满足 
基本 边界 条 性 (3.3a)。 ЗЕ} ХИЛА 584 iu 
ка, ВЛ DL F НЕ Eur {ЫЕ зА. 

и(т) =E, +o,2 =c idi + c, ó, (3.93) 
z ла, ПЗ НО E, ЕВЕ Е ЛЫШ. АН ДЕН, Фа = 12: Ф, 
= zJ РЕВ, ВА, с ud EGET ИЕ, ЕП 
772.65) ра pF1b, ж Кы Е НЕ RARI ED 
程 (3. 3a); 


мое тоа +c, z T 


H(T,,1,)muT = Ci c C4... | (3.1083) 
та ЕЖЕ РЕ ААН 

цо 1 х с 

тәр ТОИ (3. 105» 

н? 1 2.14503 
ан ено Пе В 

m gy n без __ „ут: 
сү = тезі = Мате с, = ыш Wy (3.100 
Зет = Ха Бе, | Те | 


TAJEA, 100) Је МРАЗ (5.9), HeT ВЈ А И НЭРЛЭ 


D Съ EE TUE 
HU Тент T Ha Tz 十 ы“. ы, 


Hu) 
Lart T Te Fesi | Ta 
- Xea | TE ae " те. ut 
Teri бф Хаа! Ua 
= Уно (3.1D 
—.„. 
н ұс- Тр токах... (3.127 
Tryg — Te Тент = Te 


表达 式 (3.11) 满 足 此 单元 的 基本 边界 条 件 ， 生 {¥i} 对 于 此 单元 是 
м. ЕУ ЖІ ЗЕН, БАЗ (3.1120 Жаз. өне ІН 
Ж), п-2ЖЙПа ==. 
ur FO D B ЕСЕ ЕТЕР 438 я (хан mOABBISCO 等 于 
. 83 * 


НҮ ПЧ 2026 = Ta OARD Ра ТА НЕБЕ КТ, АН 说 
4818 НУ, РАНЕН РГА Ж ЫЕ {Н ік 9 Гавтапееж, НОВИНА 数 


除了 在 单元 A A yr = 0 МРЕЖИ», АЛА F См, 
| 3 за); 


а ЧР} 
1. феса.) ={ | F =a Ty = ШУ 
1 Жи») 
т 
2. У) = 1 (3,135 


第 一 个 性 质 乃 是 插值 的 结果 ， 而 第 二 性 质 是 由 于 在 近似 式 
(3.9) 中 包含 了 常数 项 。 换 言 之 .性 质 1 意 昧 着 方程 式 (3.11? 注 中 从 


т. 
тіз 


$1 ПЕНЕТА 


p sin, 
(г) 


ШУ» 


г] А Ра 


PED жу ех жу, 


ф, = 
У’ x S x ха 
(5) 
ПОР НТ СК, рах, O Б, ЖЕ ЖАШ КАН RR ра Er. 
(a) X[ об РЕШЕ ГЕО НУ Ka SB ШҮҮН Р г. ¿(bl P + 
T кї ВВ. Л: КАКА EFJ W. РК TB (Е. РА ЖГ 


13. 5 


. 84 а 


PF(3 Заў дф, УК VERRE БзіЖІН, Туг АСЗ. 1098 E Ж 
4Е(3.3а), НК ЦЭВ 5r, ИУ, ВЕЛЕ 1 АННЕ 
PIRE H Ч 278 АУ HEBES ER fE— РОВ ВИ, УБ) 
НЯ, н =н, =u НИ ЖУ, TE, JAGU03.11)48 
& =N, фа и... = КС) + P) 
ну 1 — Vi TG. 
JZ E TE X< > АА PR ВУЗЕ Е Бу ja ДӘ] >; PETS E НИЕ ëB 
76 Hy 228 C BE ЛИН ЕЕ АН ВЕР АНЫЗ ЕЖЕН 5), 
因此 ， 我 们 可 以 利用 形 如 方程 式 3.6》 的 近 做 式 来 推导 形 mc 
C3.7) 井 有 限 元 方程 式 ,。 当 计算 方程 式 (3.8b) 的 积分 时 ， 可 以 从 可 
JHH BJ Вэ ЗЕ (Хо Ё ЭЙ 2626-0012 325 йо 0281: РИ, LE TE S ВЭ 线 
КЕЗИН. Е ЖАН НР Н {ЛИ ñu В ОН тв, ПР ЕС АУ HI fü 
许 变 基线 性 插 秆 的 所 有 问题 。 有 关 高 РК 一 МЕ Гартапее ірі Ж 
ЖРТЕЗ-6-238 中 讨论 。 
回 到 单元 方程 式 (3.7)7， 由 于 (3.11) 及 (3.137 有 
[К\з Ци б = (Fie) (3.14) 
ат, ХТ л ху = г Ман Хе 1) 


Фр, Ча; 
[юз 一 Фе | же ет) 
кү, | "dz ааа 


| (3,15) 
р = [iett fdat Po 

方程 式 (3.13) ВЕТ, У А ИЕ (3.86) BF, М 
ж ЕЛЕМЕС, ЖЗ (3.10 X (3.152 表示 单元 的 方程 13 4) 
СЭРЖ ГЭ (3,132 В эс. 

МЛАДА НА, 在 方程 (3.9) 中 所 选择 的 4 的 近似 式 满 足 方程 
(2.859 中 最 小 的 要 求 。 我 们 可 以 通过 加 入 2 单元 的 不 同 次 和 藉 选 拌 
TE, ШАА НИН A ЕНЕҢ, ЗЕ ЖЕ ЕЕ 
и. УРА: Со, шоу, МАМИ 
zb 9E i ТРТУ КИА 2 HE ЕЕ, Ти ЛЕ Тир 
х(ъ+1) ЕЕ М, УЕ 3.101, ЗК 73553,9) 
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па (3.12 ФАР ВЕНУ. ЖЯ б ЕЛШЕ PRU ЛЕ PRE S J ВЕ 
FKRXE3-O6 8 НЕ. Урал, 3 (3.90 ЖЖ ЛЕ ТИЈ 
附加 节点 〈 除 节点 2z= m Жак сро КУ. WEZ, DREE EA 
ерес. С.С.) 要 求 核实 有 三 个 节点 〈 例 如 第 三 个 市 点 
在 单元 的 中 扣 ?。 因 此 ,四 变量 # 的 近似 式 次 数 和 单元 的 节点 数 之 间 
ИНЕСІ 
利用 局 部 坐标 系 “ 即 在 单元 中 的 坐标 系 ) 来 推导 插值 函数 是 

БН НИ. ЕН АЛЕ OL EXICALAMGGO 的 局 部 坐标 ( 见 
23.3). 局 部 坐标 z 通 过 下 面前 线性 “位 移 ” ВЕБ МВА га 
-7 通常 用 来 描述 方程 3.1)) 联 系 起 来 

тт Z + x, (3.16) 
在 局 部 坐标 系 中 ， 方 程 (3.9) K(3.10) AFEA 

и(2у-0,-0,8 | 


и -=и(0)= ©, н + н( 8.) = б, + б.п. 1 
WV 101 (С, | 
MELIP „Не а = тень та р (СЗ. 17а> 
C1= 143) С, = и | 

最 后 得 到 


2 
и = T ust (в) 


1-1 


= (3. 17b) 


I (Yr т - 
h... vum) А О =R, 


МЭХ е E Ti Л Ети ВА СА, 3.38), 4 68.12 #1 
(3.17b》 是 一 样 的 ; 我 们 可 以 由 式 (3.125 通过 变换 (3.16) 得 
HA C3.,176)。 局 亡 座 标 系 用 于 积分 的 数 慎 计算 也 是 很 方便 的 。 
вт, ЖЖ (3.150 АЈ ЕРЕК e 9 pap REPAS 可 以 写成 局 
部 坐标 系 的 形式 如 ; 


FUÉ | ey ав Ру (3.182) 
© 


式 中 й=ЛйЕх„+й—=а-<а(х„+27) ЯТ ЙА 
ff + 2) (3.185) 

方程 式 (5.15) # (3.,189СЕ 18 JE K E BEN А ЖИТО 对 
ERRATEA RARAS БЕНИ 的 范围 就 可 以 了 ，、 换 
言 之 ， 对 二 节点 САМИ» Ма, ая 1432, 对 三 节操 (二 
Жо» 单元 ，i 反 i 取舍 为 1]，、2 和 3。 

当 用 线性 搬 值 阵 数 来 近似 现在 问题 的 因 变 量 时 ,我 们 得 到 (用 
单元 类 型 的 常数 全 4 КЕ) 


[Ke ue 1 = 1 
xb. d 
- 1 1 
f 1 po (2.19) 
{EF = - ° Pe + | ' 
MIME 


3-2-3 单元 方程 的 集合 КЕ), 
НЭРЭХ, (3,140 ROS EE трења) poo gie SP АИ, НЫ 
Jü PU FS rp НЕ Аала Н. AET HE të м, Веле она bi PB Q 
-00, D 分 为 三 个 可 能 是 不 等 长 的 彰 元 。 因 为 这 些 单 元 在 节点 2 
及 3 处 连 络 ， 且 # 是 连续 竟 ， 所 以 当 e= 1, 2BJ ,20Ж О“ ун „БУ 3n 
束 吕 的 4 相同 。 为 了 从 数学 上 者 示 这 个 对 应 关系 。 用 La 1,2 
etn n) 标志 在 总 的 节点 钼 & 的 值 ， 其 中 , N 沪 总 的 节点 的 总 数目 。 
这 样 就 得 芭 下 面 的 局 部 单元》 节点 值 与 总 的 节点 慎之 间 的 对 由 
AR СА 3.4). 
ui E, ка) -U.-u! ит Паж цу) 
ы2?-1417, (3,20) 
今后 ， 我 们 把 这 些 关 系 称 为 单元 间 的 连续 性 条 忻 。 
Fu B| ка СЕРДА НУ Че ААТ ТЫ БРЕ ЖЕ, "ы E Hi FH УН Zn 
XE XS ТЕЗЕРЕ BU КАН ЈИ R. 
bi = 对 应 于 单元 1 的 第 j 个 节点 的 总 的 节点 号 (3.215 
ХАН ам ЖЖ, EELE] = Г 137 


е 587 в 


ы ix). /! i` / | 

/ ! ЛК 
Qood | ` | 

~ / | | ` ыз! Us 

т 
ку | S "ur ба Tu А 2 | 
Ял ш А ] | / Ч, 
бушр чо ` Z 8. | | / | 
ал” ши `. ! | х 
d y! ~ А 2% 
ar — 2 z 3 3 4 

h —— 
(2) 


ЕА Фа (>) 


JA 1] даж w T s шет Óq jj ИНЖ Бөм деня ЯРЬЖ 


图 3.4 ыысу pA TB ЯП ДАН РЕ АА БЕ ЖА ЖОН Ла ЕЈ 38 
Ен [а] BI BJ S Бүл (аз 单元 和 总 的 
зг ud pod Е СБУ Bj A ВН Fi 2k ЗЕЛ 
[ 121 | 
[В1= | 23 | 
[| 34 J 
ТЕГВЇҮВ, ЭХ рН эх ЭГ ЭС ТК ' ] 的 系数 到 
Е, РТ, ЖАН ји (2.2› КМ КУ, 29 Y uE— 
2b qn ҮГЭН PE E PE ENT БУ F3 , UE SE ТЕ [a] Ез. 7 На НЕК КЕ РН ЕЭ ва НА РО 
RR. ШІН ЈЕ ВЕН ЕЕ 


а #8 c 


гі 21 
|2 4 
| 2 3 
(81513 5 (3.22) 
3 4 
La 54 


#[BTdh, РР (1, 20. (2, 1), (3, D трска, D ЕЖ 
Најн НА, ЖЕН 62, 2) 1 КА 
К,,= ко) + ко) + ке” + К°“ 
АДЕ 
К,, = KV 4+ Ко; + к" 
在 有 限 元 法 的 计算 机 ИН, 我 们 将 要 利用 RENERE 
ЕЕ. ` 
[J EJ нм КЖ. ЕУ BR T Pe Du Hb SL u У A AU 1 Ж. 
3X; (3.19) Fæ AAKA (F1 oE 22554005 7; (3,149. 


单元 1 
a| -1 1 0 0 | U? | 
hif о о о ој | U, | 
| o o о 041,1 
па Г цаа 
„һу l РУ’ (3.232) 
Фар) 
Lo] ¿ 0 J 
#702 
[ 9 o 001 (1417 
a, | 0 1 —1 0 | U, 1 
hs 0-1 1 Q | Ua | 
Lo 0 0 0 d Luv, j 


е 89 • 


[0] [9 1 
| : P | 
> Ths) 1 | 1 
2011 I - ! Эн г (3.236) 
[0] Lo jJ 
单元 3 00 
0 о | U, и 
0 0 | | , 
0 Q 1—1 | | U, | 
Lo o -1 1 1 Гао.) 
ој [о | 
орта 0 0 
ийн Е | + 4 ped (3.230) 
(12 іре»). 


JER (3.23) 指出 了 每 一 个 单元 对 整个 问题 的 影响 。 广 总 
到 那 一 个 单元 方程 都 是 不 可 解 的 ， 这 是 因为 单元 算 阵 是 奇 寞 的 ， 
面 且 等 式 右 边 部 份 是 未 知 的 。 把 方程 式 (3.28) ЖП (BPE 
起 来 ， 得 到 体系 的 方程 式 为 : 


Г а, а: 1 
-一 — 1 0 0 (17.1 
Hi hi | 
di а, а а, | 
一 — -一 + 一 一 一 7 
0 - 22 2; 6. 4з n 
и, Rh, ha 78, | | 
_—3 || 
|400 е 0% | 
{ т, P! 1 
| лаб | :Pe +P | 
> | fah: + Ја | 5 Р? + Р” | 63,24) 


[| №. J 1 P? Ј 
方程 式 (3.24) 表示 方程 (3.1) ИВЛ. 
РО Л ВЕЖЕ АО Ба вели. КРИТ 
- 90 а 


Евка, НН АР СЕР) 等 于 所 有 单 
元 的 方程 G.D ЕР. BU Gg. 


М 
КИ) = > 1 (и, 090) (3.250) 
rej 
或 者 写成 矩阵 形式 ， 
ы 
ох 0,» КЕС, = > Ге Cu; у ] (ди, е 


(3.255) 
Ap, ди ав Bex EE АНУ, 


1,085?) = 4 (14555 y EI (73 y 一 (ute {РЕ} 


(3.25€) 
МЕ ла ВАЉА тел Н. ОДА ИЕ. 因为 方程 式 〈3.250) 
比方 程式 (3.2500) 更 一 般 化 ， 今 后 我 们 将 采用 〈3.2557) 的 形式 。 
对 方程 式 (3,259) 实行 代数 运算 后 得 ， 
0 = 52 5 | 5 Кори) Б виб 
= {Kw + Као Ноно СКу не) 
+ Кон Ева + (Кои? + Кеа — Без уды? 
+ (Кы? + КОД. Би оде) (Кн Rm Ей В 
+ СК ыа + KU РЗ? уди?! (3.26) 
EA (3.200 "НУ ХУ ME ORB ТЕ РА, НОО: ву КЕННЕН 
Hha | 
О = Е.Г КИ, + KRU, — F8] 
+ ГКУ ИР, + (КО + К, + КОМУ, — (Е + БОЈУ] 
+ OU. КАО, + СК + КУ, + КУЫ, ~ СЕИ? + Е) | 
«өм КУМ + KAU,- БА] (3.27) 
БЖ EU Ри ЖЕТЕЛЕУ. BH EL E 772 В ЫГ 
dÜ (P= 1, 2-:--N -1) ЖАР СЕ N + 12359 да 


TIRE 


Hg CER] A H o ДУ КЕЁ ІН. 得 ， 
г Ri | кү; 0 0 1 (е: 1 
KU KU? + кез Ki | 
о ко ко+ ко ке | lU, 


г 
. . 1 | 
[0 о к ки J LU, j 
ғы 2 
Г | 
| Бо Ес: | 
= 4 Ев | (3.28) 
[ АЈ ) 


此 式 与 方程 式 〈3.24) 是 一 样 的 。 
3-2-4 ПУТА 
方程 式 〈3.34) ЯП (3,289 对 于 用 微分 方程 (3.1}) 描 述 的 任 
何 问 题 都 是 有 效 的 ， 与 边界 条 件 无 关 。 在 引入 基本 边界 条 忻 《对 
тағы» сы, ЗЭН (3.24) ИУ. АН НЕЕ 
的 边界 条 人 忻 之 后 ， 可 以 得 到 能 够 求 闭 的 非 奇 异 和 矩阵 。 为 此 ， 我 们 
+ pix mH А ЕРУ Бі ТЕ У шр (Е 中 的 。 在 
X ЙТ ЯАР) ВЭ ET ЛА ХЭЛЭ pa Ak. EH ue 9 АА 2 ВИ 20е ча 
点 1 对 自然 过 办 条 件 的 影响 总 和 应 等 于 次 变量 (аба/асу) 的 指定 
(B: | 
Ро РК! = Сэ ае е f (3.29) 
对 于 现在 的 问题 米 说 ， 在 rshi Mesh +, дЕ (o S77) е 
定 亿 为 零 ,[ 因 为 在 总 的 节点 2 ХИЗБИ ЕВЕ ЛУ ЗА ЕН. ВЕР 
艇 在 这 些 节点 处 的 次 变量 (Cadrezry 的 指定 值 为 零 。3 这 样 ,我 们 就 
得 到 (13-2-7 $i В 11: 10) 
Ро +Р 7-0 PU + Ре = 0 (3,30) 
Р-Р РЕ ЖЖ, iX Jy e ЛА НТ БЕЛЕЕ 23 PJ Л 
平 黎 条件 。 АЖЕ ЕЛИ. ‚ХАН ВЕ ТЕ ДЕ НУ де + 158 P дем 


. 92 >æ 


е + 1 的 (4) 值 之 闫 等 于 在 节点 e + 1 处 (as 笠 ) 的 指定 值 ( 在 现在 的 
шилээ 


COUPES 


TIS 


二 Po 二 Po 


3.31) 
ШЕ ТЕЕ сете МІРІ ХА. ЗЕ 


т, ПЛАНИ. инея, (ај zx= 0 处 是 未 知 的 ， 且 等 


开工 在 = 了 工 处 的 值 。 
其 次 ， 讨 论 间 题 引 入 基本 边界 条 件 的 情况 。 对 现在 的 例 于 ， 
БН ЖӘ ЕН 


Ui, = нуі? = 0) (3.32) 
Жэн ВЕР“. D EB E B РА 
(0 | (а н), PU t 
ААН 9 
(А) = + (Р) = | Р 
кро | 
| U, | 
Р | 
(3.893) 


3-2-5 方程 式 的 解 
вю Воо (3.280 可 以 很 容易 分 艇 为 下 列 形 式 : 
CECI] DEI iq (44!) (F) 
(ке ке Нд БҮРІ; 
жәр, {A DAEAR Uo WIARE., (A ` OS ЖАНЫ» U, 
Ua VO щи, ТЕ 站 为 未 知 力 СР ВЯ, ЕУ) 
pA co o, Po 的 狮 向 量 。 特 方程 式 (3.34) ЛР ТЕЗЕ £. 
жа, Жы 
ІК КА: | + EK! ЦА? ре {Еу (3.35) 
СКЗ СДА ҮК (А у = ЈЕ) (3.262 
由 上 方程式 (3.36) +£ 


(3.34) 
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{A} = [K A] HF )-1К (A! DD (3.37) 
wA ан), ІР") 其 可 由 式 (3.35) ЭЩ EWER PT 


p. A 
ГК! 17 = Ki ГК? = Ско) 0 0 | 


ко T KD + Ко) ко) о 1 
[K*!] Ч 0 | [K**]- | Ky. Kun KS ко; | 
0 } L Ü кыз ко) 1 
(3.38) 
pura pues 
[F }= F [F?Y- козе | 
ез) 
Ма РЕЖ, ну =н, =н. = 1/3, {= В, 19 
Г1111 
кезу» | 122 | (3.39a) 
|123) 
С: nz 2] ви? 
ense | в РЕ (3.395) 
U, 9 3 


而 在 *= ОД, ЖЯНХОЛЖ ЭЭР (相当 于 杆 件 变形 问题 中 的 
肥力》 为 


Po=( -age)| | = canem (8-40) 


г-9 
Plan ¿e= 1,2, ЖИЕН А ЛЕ Q: 中 当 езі НА С 
8.4), АЖ ТЕ CARE ВКЛ ТАТ, 


а 1 4 
Wr) = У (нечо је Utt» (5.41) 
Елі i-i 1-1 
Жан, фест), РЕД, 2, сс ‚ М-1, ЯЗВ С И ТЕЧЕ REDE 
21-12 
ДА (x) Kroa Err 
фт) = М НЬ (8.42) 
фа (г) сс Есин ШИ 


为 了 方便 计算 ， 方 程式 《3.41》 可 以 写 威 如 下 形式 


в 94 c 


orc Ё 
[U p. (m) Уфа (2) мин 
Up (гу + Паф (а) L cre 21. 
nr) + 3 " 
1187 91; 。 21. 
UD +U фу Ст) To чакча, 
[ 


(3.43) 

ат, 14 ехо, L/3rQ-2L/3 处 的 Hj, РР ТЕН X 
(3.43) 42 — HH. 
326 解 的 后 处 理 

I 限 元 方程 的 解 给 出 了 初始 未 知 量 或 未 知 量 w( 倘 如 位 移 、 述 
ғ. BEZ 的 节点 值 。 结 果 的 后 处 理 包 括 以 下 一 项 或 多 项 : 

1. 企 何 次 变量 (例如 解 的 梯 庆 ) 的 计算 。 

2 .将 结果 进行 整理 ， 以 便 检 查 解 是 否 有 意义 ( 当 进 行 比 较 蛙 » 
ШЕШЕНГЕ ВЕЗЕ И, ВА кіз ЖИР ТЕЗ 2. 

3. W Ph HIER БК А ЈЕЛЕ то 

HAA Doe ШИР МЕНЕ 582 И, АПРА 
sulit ЭЭН, ГЖ SM EBE лот, еј, viso, 


di E ы и 16 d? 


ғ 1 


и мина ir) 
и: “H, езі, 2, 3 (3.44b) 
в. 


注意 到 在 每 一 单元 中 代为 常数 .因为 在 每 一 单元 中 假定 是 线 
性 的 ， 因 此 这 是 可 以 预料 得 到 的 。 同 时 。 注 意 到 此 常数 对 不 同 的 
单元 是 不 同 的 。 因 此 ， 解 的 导数 是 分 段 的 常 代 。 

在 现在 的 问题 中 ， 粮 确 解 很 容易 求 得 为 ， 

иза = d- (221. -а)+ а (3.452 
р, ЖП ТГВ ВЕД IS ERAR ETER. Emo A, 2A 
和 3h 处 计算 精确 解 ， 得 到 与 方程 (3.39b》 中 同样 的 结果 。 由 此 可 
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- ——.H - - 


DL. ERP К, A л Set НӨ, ПЕТ ЖЕЛЕ fE f E 
нх СЕТЕ ар НО 计算 u(x)， 可 以 利用 方程 忒 (3.43). 
Ян. Ех=ай (0=0<1) Ab. ЗЕТУ 《 风 图 3.49} 


ай па — Ü 
H 


uigh) = e+ ци) 


= (1— ада)? ани =. (3.46) 
这 就 是 说 ,在 X= ан hk [цн ЛЕЛЕ дт = ав АЛ DS АЛА ИН НО 
MUBDEIJ, ЭЛ ЭН, Ҹа, = h ной, МИР (3.43 98:31 
пи (то) -01-а2н2”--ан2, 


Зола 3 БУЯН ЈЕ Н С Б НО РЕ НЕ іле 


du 
e (х| 
ақ | ә. LI. 
M — наели 
Ї ЕСУ 1 
i "td. 
Г ГУ 
1 —— 
Ї | ЕК 
i | Em 
! 1 Г. 
! [ ! ЫГ 
| | | й 
1 1 

| | ! | 


1 2 9—7 — а 
3.5 WADE (8.1) 让 边界 条 件 (3.29 КАЈ ПОН 4i E 25 


Бе руз 


т 96 в 


GBARA, Срам СЕМ EGG RU -—1- ЕТЖ 


ісін). ІНІ, Жеље + 18k, dU зр БИН Hi fEz = z, + h/2 


处 “的 精确 值 一 致 。 


完成 了 方程 G.D М 63.2» BH ИЛЭН Қ. МЕЗЕ 

ННЯ dude f HC ЛП БЕ ГА. 
3-2-1 МРЕЖЕ РЕМ 

注解 1 虽然 我 们 用 了 Riz k у 7527 НА, ВЕ, +T Jul 
НИ ЖЕ БҰШ КВН А (UL2-3-3-78 Ж5-2-1432. 

注解 2 З.Н Б | Яй И ЛЕНЕ НА И. [RES 
rh ВЈ JL ap JE AR КЕ ВЕРЕ ТЕ ЈУ КІЛІ 2 Не B| ВРХА, ШИН 
БВ СВ ЕР ET IE РН ДЕК, усн кр 8 Б ЖП TL 
PL R аи в Е ЭНН. 2135, МО ХОГ ЛЕВ BR x dp НЕТА 
xq H ЭЙ ЛЕ ВВ ХИЛ 2 АГЕР ЖЕРК Эй. Ели ЛУ cB B 
Нэн РУ ЖЕЕ 

注解 3 ЈЕР О B x T SP л ЕЕ ІҢ ВИ 626); 【对 任何 
3k ЦЭЭЖ ДЕ? IW EZ FE (3.13) НИЕ. ГА О 
uir; = Зи у (а) ен ве е. TEM 2 БЕ {ЕЗ ЛИ ЭХНЭР GL 
ЖЕКСЕН ЕН uj B TE PP. то gap RE НУВ hai ЛЕ А 
(Chia ВЕ. о Та, ЗН, ЧН РАНЕ 
个 域 中 接近 于 稳定 状态 。 

注解 4 和 
-4 


иа 


23 
推导 得 来 的 ， ч хма х РЕ РА ВГУ BJ TE ІШ ЕЕ [8] 
BERARI CRA RE ТЕЛЕ». ЗОНЫ ГЕ ЕЙІН ЖЕН 
qd FüTu2.UBIEDEE. DTP ELT а то у Ян Ву МІР ЕН: 
可 以 用 来 分 析 表 2.1 中 的 任何 一 种 疝 题 。 但 在， 注意 到 性 质 4= 
ас) СЕР JL ROECUCHUSPDED 在 每 个 单元 中 可 能 是 不 同 的 。 


e 97 а. 


注解 5 方程式 (3.15) 中 单元 矩阵 的 积分 可 以 利用 数值 积分 
法 在 计算 机 上 实现 〈 见 3-6-4 节 )。 当 这 些 积分 在 代数 上 十 分 复 隶 
时 ， 只 有 用 数值 积分 法 来 计算 方程 式 (3.150 тля, м 
无 其 它 选 择 。 
注解 6 ”由 于 本 问题 的 几何 形状 是 准确 地 表示 的 ,积分 结果 是 
准确 的 ， 而 且 线 性 近似 能 够 表示 在 节点 处 的 准确 和解 (对 4= 常数 ， 
f= 常数 ), 在 1-3-3 节 中 所 提 到 的 这 三 种 谋 差 在 现在 和 的 问题 中 均 为 
т. 
注解 7 用 物理 (或 直接 ) 法 、 传 统 (或 直接 ) 法 解 央 前 面 我 们 
所 讨论 过 钓 问 题 ， 束 实 上 并 没有 多 少 差别 ( 当 有 限 元 法 还 未 建立 
Не. ВЕЗИ ТИ ТЕЗЕ ЕВЕ (3.14》 的 推导 上 。 传 统 的 方法 
利用 物理 定律 获得 方程 式 (3.14 ЧН, В ГЕН 
移 力 学 领域 以 外 ， 在 其 他 领域 中 合用 “把 问题 分 割 为 片 ” 的 方法 
并 不 普遍 ， 但 是 用 直接 的 方法 求 单元 方程 的 导数 或 多 或 少 都 遵循 
BEEP. БІЗІ. ВЕ ВН, ЊЕ 
等 力学 可 知 
力 = СЕ ЕШ ЯН х {应力}) = Ас 
应 力 = ОЧЕНЬ x CE) = Е 
БУ АБ = НЕН Ви ДЕНЕ = е/ћ 
нон, порта Е Ер СИВ логи ва E, „ЕЛА BT SE У ЙУ 
变 为 平均 应 变 ( 从 数学 上 说 ，e = du/dz, uXy QUE. ЕН 
的 团体 运动 及 仲 长 )y。 利 用 这 些 美 系 式 ， 可 以 写成 (а, = А.Е.) 
цан ин Ру = ре (шуш) 
(3.47) 
Че 1-і nus! p: 
5 RD ІҢ ipo (3.48) 
这 与 i = 0 时 方程 式 (3.19) 52 — ЗЕТИ ТЕ HE АЛЬ 


程 当 中 ， 我 们 曾经 用 了 材料 力 党 的 知识 ， 并 假定 在 单元 整个 长 度 
上 的 应 变 为 常数 。 对 于 弹 移 单元 、 管 流 单元 、 电 有 阻 单元 等 等 ， 者 
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A ЕН ЗА 03.48) 的 方程 式 !( 和 参见 本 节 末 的 习题 )， 如 果 
要 求 更 加 精确 的 应 变 表 示 法 (例如 线性 的 ), 那 么 直接 的 步骤 就 礁 
以 应用 .此 时 ,用 平 建 立 有 限 元 方程 的 变 分 法 比 物 理 法 就 显 出 其 优 
战 性 了 ,因为 它 不 要 求 物理 定律 方面 的 知识 ,而 只 在 推导 单元 方程 
时 用 到 支配 方程 。 
注解 8 利用 有 有限 将 分 近 介 法 可 以 得 到 方程 643.19) 前 另 一 种 
ВЕЖЕ. ЖЕҢІН Жалы НІН ІЛ НРС) -ЕАдн/даг 25 Ц. ЯН 
Bü Е ЛИ ВЕ, 43 
Ру ЕР) |... „= БААЛ лн). (3.49) 
JU HJ Pg 32 ^r ЖЕНИ 
Р, Рур... 


кі 


— ВАМА текла 170 (3.50) 
е 


注解 9 对 于 所 讨论 的 模型 问题 ， 在 式 (3.15) 中 的 单元 矩阵 
UK*]JÀ Xp ВИК, = 天 ,在 大 多 数 感 兴趣 的 线性 问题 中 ,部 有 


ЗГ ЗУЛ Ч IR ЭЭН PE X ГЭХ qI ЕГЕ НІС PuIBIBIEIDCOÓTI.2. +, 
n). Шт, Ил ЕИ ADM 2125 А ТИЈ А КИ Е СЫ ТОМИ. 
НЭР Só Jü УВ EE ВОН ЖЯ ЖЕТЕ. Женіп КАИР БЕЛГ АЕ КН. ІН 
Jb. Ж НЕ ЛЕ ЈЕ n HR ЕЕЕ а ЭР АРАН И Е. СЕ ВХ 
HO шы НЕ РЕ, ПРЕЛАЗЕ БЕГЕ BS 
ЖЕЕ. БЭЭ SA WJ df e. ФАН ДЕ 33 256 B9 PS TP AH ФЕН OG ED dE. 
CILEH3.30, 2234 е- 2, в-3, е+2, е+ ЗЭР А Дер 也 
жив, ЖАЛҚЫ ер. Ко, К.К Жо СЖ вр, D 
ші, 了 不 属于 同一 单元 ， 则 天 5 = 0。 因 此 ， 若 总 的 节点 按 顺 序 编 
号 ， 对 计 总 的 系数 矩阵 ， 主 对 角 弘 两 边 两 仿 或 两 介 以 上 人 世 置 以 外 
区 项 抑 影 响 将 是 零 ， 因 因此 目 阵 是 带 状 的 。 对 于 一 个 呈 带 状 的 对 称 
ЖЕ, БН ЕН ЯН ИЕ А РЕЗЕ G ГОРЕ) ARD. ЈН 
Гр ЖОН ЭН ЦЭ ВА 27 ЖЕ Ч ВЕ y e PEP. МА А ИВ РЕНО Ж 
FE Ж МЕ НОЈЕ ТЕЛ RB SEA АРА РА) НЫ ЙЕ, ME РЕЈ В 
-性 是 有 限 元 插值 函数 的 一 个 结果 ， 它 具有 局 部 网 支 座 ( 也 就 是 说 ， 
. 99 . 


TE Eb 5X УА БЕР ЧЕН. 
注解 10 ЛЕЖИ ТА. Ев КЛ» РАЗУМЕ 
СК”) TAAG. 30 表示 。 这 相当 于 引入 在 前 点 处 次 变量 


(а уру азе 线 的 条 件 、 虽 然 方程 式 (3.30) 在 解 总 的 方程 时 已 经 


引 和 入， 但 因为 有 限 元 解 芭 对 于 单元 是 有 定 兴 的， 所 忆 Саан/аг) 
НЕВЕ ЕАН. ММ, ЖЕ, ЖУАН 
Рус» Р, ‘2-20 са) 
ЕН АУС В, ЗЕНА. 3Х 
№45 ЕР ЇЕ ДИ В — 2803.2500 , ЖЕ Y lal ЯН — IK 2 и 
Миний 


x (> Ри u е) (b) 


但 是 ， 这 相当 也 引入 了 形 如 方程 式 (3.30) 的 平衡 条 件 。 当 次 
变量 在 单元 间 边 界 处 例如 在 总 的 节点 2 奸 ) 被 给 定 为 非 零 时 5 例 


ИЕР», LIE 
PD VP, cp, (су 
ЈЕНЕ Н ИДН, Раева EAP U, М, XX HU, 
Ji ЖЕТЕ ASA R ха 22 u ty {И о 


Oa Y hk ERAS. WARG. D- EBE 4-0 РП 的 
ЖЕ | 


L aY du 22 


чи НИКЕ Je АЕ EE [А] ET Е М Ч bF Ж ОЕШ kipi Сай ЭН EH 
ZG UN TEE У, GE FH ЗАМАНЫ ох (99. ЖАНУ 48) 
Бола то ГАЯНУ Саи = ФЛ Е 


0-1 [° “(> ЛЭН pif |de= ФОР сө 


БРАНИЛЕ у т, Ж ЭЧЕ, ВЯ АЕ n 


е 100 « 


шығ ад: фа. афр | TA | 
о = | о а 72 (и, ки ED 


Гу 
ro] dz 


~o prm Филов ЈЕ 


因而 得 〈 对 于 三 个 单元 的 网 格 ) 


1-1: o=[ | а“ ( г 49; p, 22: )- gif laz 


— LP 
- _ |": a 29 4%. 9% аф 
1-2, ГТ мы ы ЕТ, ° + Ur, ars) 
= Ф.у ldr- ф,(Е)Р (8) 
1-3, o=] | a (и, 49. һи, Яз +р, 46% 
ЫГ” dax dx G 


-9./ [de $. (ТУР 
+ = 1]. mi 4 a d 
14, 22M | a рд (Us S TU, 0) bf ил 


-ФүСОР 
完成 了 积分 之 后 ,由 这 些 方程 得 到 式 (3,24) ,但 方程 式 (3.24) 


中 最 后 一 列 《 包 含有 P) 由 


m" 
191 
| У | 
ЇР) 


(h) 


所 代 兰 [ 见 式 (3.33)3J。 昌 然 这 个 过 程 直接 给 出 集合 方程 ， 但 是 从 
代数 氏 角 度 来 看 相当 复杂 “特别 是 对 十 二 维 问 题 ), 而 且 不 适 于 首 
简单 的 计算 机 上 上 实现。 


РЕЯ ТЯ] РИН ДЕН БИ та 2 BT-— ВНЕ. 
93.1 设 有 微分 方程 (3.1) BGB Sua, f. ARRIA 
а(х) + 1 + ЇОСсу-14-4:5 Or] 
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и(0)=и(1)=0 (3.51) 

Es Tar MES WIPE EE E А хе ПЧ ДЕЈ 5J 38 ЖЕ 18 НА 1] 21 
ЧЕЛ FAR ҢІН, КР hE E ЧЕ PJ >) ЕН ЈА АЕ Se Т 
Яй, uk ДЕЛЕ ЖАН Ит ӘҢ ЛЕТ Г ИЧ ЗА [RSS UE. 

FRL АКВА, CE ро ЛУ {2(3.1) 
ЖІ (3.51) 的 有 限 元 解 。 

步骤 2 因为 微分 方程 与 以 前 讨论 过 的 一 样 ,所 以 方程 式 的 变 
分 公式 (3.4) ЯКРЯР НИС SK РН ЕЛЕ, ООС 


Ü = ОЧ саға) с. 98. оба + 42) ds e GPL 
—U(r,, 2 P, ta) (3.52) 
sk rn 
(3.53) 


Az СРЯ x) уг са ДА + adr S BAS (3.2044) 


及 ke] | 
N КЕРЕГЕНІ -dz 在 局 部 坐标 系 中 


dE 
(3.545) 
ЕД (1+4ж раса + 总 的 (3.558) 
Бена 4. ' 
фак халаг + Ра (3.555) 


“Р mix НА 115191) Jy 885103. 12200 3.176) A RE 
ЕЖЕН КЫ; 

(82 总 的 坐标 系 。 将 式 (З.Н v 用 到 式 3.5422 ЯП 
(3.550) 中 ， 并 允 z 进 行 积分 ， 得 到 


(el на (ey 
ко _ — 1 Ра 


dz h, dz R. 
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Ко = NE (1+х)( — 9) de = 


m (mU 


2 1 1 
= [z a= тек СА -z5]- сте + a | 


— 
-— 


. tga 1X1... 1 1 | 
K‘ 2 = |“ ! са жао во) почев | + 2 K Ee+ i + me) 


ж 
2 
који е aroi de наесен | 
ЫГ” е w 


pospe (1 + 4n) (2 — dz + PU (3.562 


= 


235 4 Qm) _ ЗА 
jeno ӨГ 1 X (=; 12 


+ PU 


ћ . 
— re + 27.) + Р, ) 


Р = | жалга! EU P.C 


e 


т? на Ё 
WE РӘ 
h 


су на A Y ЖАНД ИЗ И ЕВА а ЗА w bi АПА РЕВ ЗА Ж, 
ПНВ”, 


Ко) = (ға + Те va (L) «ғ 
B | 
= x + Že a г.) 


2 


. ба = КЕ To т 041 
Біз |; (1 + 42. + 4®)(1 h ағ + Р 


+ 103» 


А А А: anc 4 . 
= (R, + dhore + 281) - = Маври, + A) + Ри) 


ћ : 
= 2 + h (22, ће) + Ps › 


h B с 
u 2 + = Саа: + 21.) + Ре 
Amam. ЗОВ, Ванс. бб Венк, RIA 
1 1-1 Terl F Те 1-1 
к: (| Ir ЕЕЕ 
L в. ( -= | 1 2 = 1 1 ) 
Р: h 1 2h, (Ze+1 t 2T. 
Fel Не Ле (3,579) 
( 1 ре} 2 " З аан! ° 


ЖЗНЕ O JAE Ија а He АВ e 的 坐标 ze №. 
та, ВОЉА РЕК ВА, 
步骤 3 ВЕНА СО, DARMA AE ИИ. = 于 2= 1,2,3, 


4. БЫ. 57: 
单元 1 
есі, Х.-0, Za, = R, 
1 +0.125 -1 --0.125 
-1-0.125 1 0125 Í 


Ри! 1 1 
ағза роја Í 1 НА „| 


单元 2 
6-2, m,=Hh,., me, = 2h, 
40,375 一 1 -0.375 
-0,875 1 о вто. 


pi» 4 
UFU) "ipe tui | P за 5 | 


单元 3 
Є-2, Тал 28... МЭРЭГЧ = ан, 


рео а 


1 
ка 
АЛЫЛ | _, 
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мэнгэ. 


гкез | 1 -0,635 —1 юм 
й = j 
-1 -0.625 1 40,625 


Нэн 1 17 
Фра най а) 


1 -0.875 -1 -0,875 
LER ~ 0.475 1 о 8251 
pt 1 1 0 
(P= {pl + {1} 3 |} 
集合 方程 为 
(КИ) = ЈЕ) (3.58а) 
xp 
( 4.5 -4.5 0 0 о 1 
-4.5 4.5+5.5 —5.5 0 0 
ЕК] = 0 5.5  5.546.5 -6.5 0 
0 0 -6.5 6.5+7.5-7.5 
| 0 0 0 -1.5 7.5 | 
(3.585) 
ГР" 1 [0.125] [0.04167 | 
Рулар | | 0.250 | | 0.250 | 
{Е} = 4 РРА. + 10,250} + 1 0.500 b 
| Рут | | 0.250 | | 0.750 
| РЈ] l.0.125 J ( 0.4583 J 
(3.582) 
Ж Жал УУЖ СРЕ ТВ ИО ВРО 为 
U =U,=0 
(3.59) 


Ро рс! = 0 Ре + Р s) = Ü Ро р бю 0 
ЖАН ОН ГЭ ЖИН 9 
а 105 + 


p-f- уч .4u 
Р, (1+г) m ||, du (03 
du ан 
4422. =. ш. 
р“, па m ен | =25 а (5.60) 


33: Ж ТЕ qu Ee ДЭД ХЭЛ УЕ КАЖ, АТИ ОН ЖЕ О, 
БЕН ЖИЕ А ЛЕР; КЕЙ Fá ЭР ЛГ BE AS HJ ВЕ PE. 25 СВЙ рр И 
ЊН 902 НИМ ДЕА TE ЕЕ. 

О 方程 的 求解 世 括 两 步 ‘第 二 步 可 以 认为 是 后 计算 )， 
CD ЭЖ НУ вен, (22 由 第 一 步 得 到 信息 和 解 示 和 若 的 座谈 
量 。 在 现在 移 问 题 中 ,通过 去 掉 第 一 行 和 第 一 列 以 及 二 后 一 行 和 
最 后 一 列 而 得 到 前 ; 

Г 10.0 -5.5 0 `. U, 0.5 
| -5.5 12.0 -6.5 јо. отв) (3.81) 
| 0 -6.5 14.0 100 1.00 
СЗ. біздін, ар АУ НЗ РУ НЕ EE А БЕЛЕ Y 3 
РЕЖ. EWER К. МУ Сгатег д ы Д Би ЗН: A EK uis 
5612xX 14—6,5x56.52-5.5(0.75x I4 6, 3x1) 


Ua ықы 14-6.5ж6.5) - 5.5(— 5.5 x 14) 
= 156 5. а 0,1875 (3,62) 
= 202.5 = 0.25 

U, = 125.375 = 0.1878 


МА, (3.58128 ЛАУГА, Бр НИ ИВЕТА. 
4.57, — 4.52, = PV! + 0.125 +0.04167 | 
—7.5v, - 7.595 = РУ? 0,125 4 0. 4583 
或 Py -—2,.590,—0.16667 = — 1.0104 (3.63) 
реја ~ 7.50, —0.5833= — 1.9896 
— POR PONAR EN (рс 0.1) 处 的 反 


• JD6 • 


Jy. BAALE, БН ТЕР БІЗДІ. 
РИО + РС A 0 
1 
-1.0104-1,9886-0(1-21:10 (3.64) 


ЭРЧ 6 ЖЕ = 0. АДА, 135 2-0.44 4808 
HS ZGXETU A: 


0,3 


0.2 
ux) 
0. 
00 
жит 
нил мал) 
гін 
dr x 
4,5 
--1.0 


图 3.6 7r 3803.12 X GL. 512 515 RTR ЕН. 


.107. 


(0.1875(42) 当 0 20.25 
0.1875(2-- 4х)+0.25(4ж — 1) 340.25«1Е«20.5 


| 
ист) = 4 
[0.2543 4x) +0.1875(4г- 2) =40,5===-0.75 
L0.1875(4 — 42) M О) 754: 1 
(3.65) 


(0,4у)-417,(2-4221,.г0.4-40:(45-131.а.. 
-0,40,-0,60,-0,225 

TE [0] — XX Ab НУ 5j На uc / d x: A 

Ой (9,432 U.C 4) + оса) = QU, —Е7,)4 = 0.25 

ТЕ Л СЭ (3.51) 给 出 的 数据 和 边界 条 性 下 ， 方 程式 :3.1) 

МЖЕНҢ 29 

аб ба ~) ШҚ ту-і —2х (3.66) 

г 

ЕЕ, ЕВЕ, ЗОН. (НЕ, ЇЕ 


TARRE f ААК, Е Пенев, ЫЛ ЖИ UR 80020035, 
Э3,2 73 R(3.D 2G. SIDES FR лс N£ S НН: 


x 有 E л HB u ky 35 Ж 
ж -----. с—. -- = —— —ə>r ə ----- 1 — ы 
2 个 单元 | 4 个 单元 | 8 个 单元 | 10 个 单元 | но 


0.0 ! 0.00 0.00 9,00 2.00 0,00 


0,1 0.09 $. 075 0.0875 0.09 0.09 
0,2 0,10 0,150 0.19625 0.16 0.16 
0.3 0.15 0,200 6, 20825 0.21 0.21 
0.4 0.20 0,225 0,2375 0.24 D. 24 
0.5 0, 25 1,250 0,259 0.25 Ф, 25 
0.6 0.20 3.225 9.2375 0.24 0.24 
0,7 0.15 0,200 0.20625 0.21 0,21 
(0,8 0,10 0.150 D, 15525 0.16 0.16 
0,8 0,05 0.9075 0, 0875 0.09 0.09 
1.0 0.00 0.00 0.06 9.00 0.00 


“ДЕТ. Е (= 1, 2, 15551032 DU ЕЈ А $E, 10.7 № Бира 1, 


+ 108 = 


їп ЖАЫ ЕР АА ЕЕ ЖЕҢЕ CULE)I3.60. fend» БОЖЕ РН. Tú 
АН, НАТЕ sú ñ У EP) SV e HUD Ва. ES = 0. 44 
Hye те ВЕ Бр ЖЕЛИ ВАН 22526.2554. Нл S H Л Л, (ER 
ПОЉЕ ОР EE BE. TE3:3.2 B, Ж2, 4, 8, 101-22203 НИЖЕ 
元 僻 辐 精确 解 进 147 了 比较 。 

813,2 “一 维 伟 导 / 对 流 热 传递 ) 讨论 在 截面 积 为 4， 长 度 
жі, Заки ЖК, ЖЫ ЗОР 8， 周 围 嵌 介 《环境 } 温度 为 T. 
的 绝热 杆 Сре е) Ну ЖЕНИ, НИЯ 
ЖЕ АЈ 


- 4 (ка ST )-/ 0 —x У (3.67) 
Hop. РАВНЫ EAS HHM БАРЖ. РЕ 
К» 


= Hi = 
мани! НТ ЕЕ T (H.R) 
|, 


图 3.7 ЖЖ CS ЛЭ. (а) 在 非 一 至 材料 《 复 台 材料 } 
Fa ki tE r 0038-0018 <b> ФЕ 182 51 ЕП Ер Н №; (c dE #8 За 
fE rb ikay ДЭВ 

е 109. 


тој = Т, ГкАФТ + BCT TOs4| =o (3.68 


Ра (5.68) ЖЫЛУЫ KT Ж ГОА а ках = Гуд} И 
ЯЛ. Я akay E НУ ЗЛ Bt. 
СН ВЕ, 
а= КА = {21 0 << Ба 
“аз Жаса, 
кат, WIW ЕЕ Е. ДН < 见 图 3.7b》 н/с ЈЕ Ра 
3.70) 是 不 同 的 。 下 而 进行 式 (3.67) 宇 (3.69) 的 有 限 元 分 析 。 
ЕТ А, (3.69》 中 的 数据 要 求 我 们 至 少 拒 杆 长 分 成 两 个 
单元 。 当 然 可 以 分 成 什 于 两 个 单元 ， 
步骤 2 具有 边界 条 件 (3.68) 时 ， 式 (3.67) 的 变 分 公式 在 
А08 = (ха а) ЯК: 


erede (ес Т 
“А 


Ш You 1: “ҒҒ ~ ri E х Б 
=), КСЕ бода ВОТ T.) +41} 


ХА 


- || AS ace. ст -- ој dz -8008,УГ(2,) + Во( 6 Гр) 


(8.69) 


T Beza ox па) UT ++ Tp СЕН) 


(3.709) 
AP, ра. ТЕ, ЖЕ 05.55) “Р НЭРЭЭ н БИМ, 
Русе = (Е). [BT -TO + «1... 

(3.71) 
Р. = (49 C ствата ханы, 


мк, Р, 可 以 一 直 保 持 到 集合 完成 ， 朋 边界 条 件 包 引入 到 总 欧 
方程 组 上 为 止 。 以 后 ，Pite? 本 以 用 式 〈3.71) 中 的 表示 式 来 代替 
( 见 下 面 步骤 3)。 
观察 方程 式 〈3.70a) 中 的 边界 项 ， 我 们 看 到 基本 边界 条 件 纪 
АЗАН ТАЈ И EO БЖ, T 是 在 有 限 元 节点 处 的 初始 变量 
. JTÜ» 


(E В HE), БІЗ 3.7060) RE AT --Б Л XE. Ви 
疗程 式 (3.1755 ЧДУ Е Л {Н ВМ же в Зер 用工 的 表达 式 
(S. 175) ен b À ЛЕА (3.170), ВО Гл 
程式 Cy 0, хл- ХАМХа- Хе. Ја 

0 = > ЇЇ е ай ааз + В у тела ЖУРИ ела) 


l=] Хов 


ая. Yr ВТ, 1-4. 
01:02, ах.) - Wi Eeri 46 Ат ^ 


= S K | Ti — FP, 
ГА трен: - (Fi (3.72) 
式 中 


без: а 
ву = | а y 
ЫГ” 


dz 
тих] | 
F; ie) = BT у Бе) СЕ) 1 ха те) 
— D (TZ. У ека) (8.73) 
Ж (3.72) ЖИ (3.73) 对 一 个 典型 单元 有 效 ; 可 以 用 任何 容 
rp ЖЕЕ: RUFI. tE ӨМЧ БИН ИН, 8 


wels 7 о | 


iv, | 
“q dz t Вже ат) 


{Ft} = ТА Mobius | (2.742 


Hop, 85230417 Ze gon ЛЕ e mp Ka 3 Ab TR НИ ЗА ЖЕ TH 
ТОН. Нь | 
Жз ЕЛА, ЕН ЭЕ Л На 
съ = 76 (ест) /0 С а, = 96 ом ест? ро С 
L = 4ста L= 10ст 81°? = ррмуст? Т.- 301 (3.75) 
Т,-1004: ВК: =0.0 ВЕ? = BEY (= 10У/сш 29 


.111- 


ТЕ ВИЕ up PAGE ло Z ГВ} НУ Жин ОИ И Sr shy НА, ВО e TE fnr 

节 元 闻 节 点 钼 的 热 才 流 影响 假定 为 零 : 

| Т.В T 85 1) жо 

ми, ОЛЖ рата, ИЕЛЕРИ Л ЭРЭН leg Ex AbBBS SA 

ит, ЖК, Колата, XML OM ЛЭР RH ЈУ И] 
МЕННЕН ГЖ, АЯ 


1-1 0 0 19 —19 
козен, pest RUSO 
i-1 1 0 1 —19 29 
1 - — 16 
Kgs [i T ој. De | 
L - —1 1 -16 26 


= f ui) T. — git? 

(FU y = {75 gO T. ZI M 
„| — B 8 °> T. 一 日 

ме је i 300 Ч 20) 
ШЕ РЕЛЕ 

( 19 -18 0 ще 

| – 19 29 +Б - 16 | 

1 0 -416 26 JIU, 


-B OTa -quO 
- 0 2 : cen (3,760) 
200 
я, WEEP И 2 Жыт, ЖАЛ НИШ F 
等 效 形 式 ， 
( 19 —19 0 (U, 
| -39 19 + 16 еди 
10 -16 26) 


( ра» а р? 
Яа 0 | (3,769) 


Ё 1007, +300 ) 


ха, рї” = ВСТО) Тос) |, ВИА Sl RE Ex — ФУ DIRE rH. 
НЕ, РЇ =q, а? = q =0 H, Jp # z (3. 766) 和 
(3.760) ЖЕ. 
Жа ТАЈНА ФЕЯ Ру ЕН КОРА Hi 
Шү=100с 489-409-0 40» -а=0 (3.77) 
fEx = 0 处 的 热 通 量 是 未 知 的 : 
qi =| = a£ |2. | (3.78) 


ЭР 545 PARREGA | (3.76) Egg. НЫ 
- 16 190 1900 
[ ML 500. = 4 00 | 
ат? = 199, – 1904 


Я FH Cramer ji; Wil ЭН PE 7; ERU: Ра,» Жа 
1900x 26 + 300 16 _ g2 ват, 


U, = 
35 x 28— 16 X 15 
(3.19) 
5 + 16х 1900 
U., _ 35% 300 +t16x 1909 _ 62 пас 
бэл 
тех = ОДЕ МОН B КАИН: 
qi? = —325.28w/cm?* 
ЯВ ЛИ Ç C ) 28 
100(1- ==) + 82.88(-) ) =100- 4.282 0<=<4 
ТЕ) = (3.80) 
нан т z - 4 
82. 88( =) 62.54 57) 4< г<с 10 


=96.44— 3. 39x 

步骤 6 72753.67) 26 (3.69) ЖЕНА БН ЕН 

密 该 指出 ， 车 杆 为 非 绝 扑 的 ， 则 第 二 个 边界 条 件 (3.88)7 亦 作 

用 在 杆 的 素面 上 ( 见 图 3.7c)。 因 而 ， 变 分 式 43.70) 必 须 据 此 进行 
вм, T Æa 


_ [78 do dT _ ， _ ("у ат 
o= „| жа Кога ~ Q)MAdr КЕЗІ 


JEFE E 


|." (ва dv 21 Рах ватта +4145 


(3.81) 
Җир, A= 4(z) 是 单元 的 截面 积 , /= AQ3 I (C EE Ва, 
5 表示 杆 的 表面 。 为 了 简化 表面 积分 (在 不 了 解 表 御 单元 的 情况 
下 )， 必 须 假定 在 每 一 单元 内 截面 画 积 为 常数 ( 当 杆 为 绝热 时 不 需 
要 这 一 假定 )， 于 是 得 到 


"в а 87 аг *B 
= 一 —— = г - i -Ta 
0 [7 adu аг f да NECS ) ка14х 
(3.82) 
aj. ся 上 发。 | 
T X (8.82 кон Алва o 
ГК <? + Не: HT} «(Fi + 059] (5.858) 
ЗА Ци 
. Че» _ эж спра í гэ dit? 
Ki; -| C r dz da 
Н “е: = ев| рор да 
eo биел 
ого = ' ‘ет. - avi? da 
| (3.835) 


ж НЕ РА, 485105 4а, тазы) 


{езу 4: 1 一 上 гез еВһ, 1 
К TER | шээс, Ё ‚| 
FE. 1 
2 l; Ї 

(3.84) 

Жалы — 8 E ЈЕ в) Т ЖЕЛЕ НИЗА (8.15 — ЯЕ 
A ЖЕБЕ ЕЕЗ ОРЕ СЗ. ORG. DORER K ЈОВА НОЈ, H 
• 114 + 


се? _ Jhe 1 Се) 
(кози io (Qui 


TALH АЕ ІН с. АН РА, Мар 算 СКОТ 
Е. HT AR ТА ЕРЕ И) ло, ВЪРНАТ ЛА ПИЗА ИЕ дн 市 
ХОЧ Но НЕА зе Зин ЕС ЈУЛА А гс.» БИЖ 
ЖЕ P ГИ ла Ab Р ЋЕ аан /dx» Т {Н E fet. ХЕРНЯ" P КА 
《因而 播 值 多 项 式 为 8 一 1 次 ) 的 单元 ， 变 分 公式 《3.49) 取 以 下 形式 


[s „92 du со 


Ра.) Pi аха 
(3. R50) 


式 中 。z; 为 单元 中 第 i 个 节点 的 局 部 坐标 (‘x1 = 0?， 单 元 列 向 量 
(ЕС ВУ ЈЕ ты 


"B Яадын 

РГ?- | ре јал + Ро (хі + Za) Бе 
x 
л 


КРОС (m. + Za) 
рус) (Е 1,2, m Bd e E 


£O (xz) 


ніча ТЕЧ 
вее = | В Се да + pfo (3.855) 


ДЕ 2] (3.4А4ӨЙ ЯГ 31 K (3,858), 

ПЕ лт ИН ВУ ЖЕ ЖДД ЛЕ НЕ УТЕ ЈЕ R — EI bi Ур ЗУ FB ТІ 
ZEEL. ЗХ бух BUB IP АН РОЈ SH E ЭЛ АЛЕН. РЕКА 
А 8 B 268 МВА rh ДИҢЕ РЕВ ОХА, THU DZ H ЭС BU Н БХ лъва, 9 
BU ЕЕ я, ДҮН 2007; En ts, Bf SECO ЖЕНЕ Ра. HEREA 
涉 受 到 把 给 定 的 二 次 方程 分 解 为 一 驹 一 次 方程 ， 并 利用 谱 如 最 小 
二 乘法 等 其 它 变 分 法 来 建立 有 限 元 模型 。 有 关 这 些 模 型 的 讨论 见 
第 五 章 。 

注 望 在 数字 计算 机 或 计算 器 上 实现 这 种 方法 的 读者 СОЗ 
呈 》)。 现 在 就 可 以 装 手 进行 ,而 不 必 等 到 话 完 3-3 节 有 至 3-5 节 ., 事 洋 
上 ，3-6 节 和 3-7 节 是 为 了 秀 天 察 菊 得 进一步 运用 有 限 元 法 的 能 力 。 


КИ: 727 ГАЗ Pk ил A ЛЕ ЈЕ 


>) ЯМ 


кур а Ай E ү ЈА ЕР ПИ РЕЈ, Н BJ ЕЕ ЕРЕ ҮН На 
EM 76 ЕҢ ЕН} RIED РАД, НКТ. ТЕМ =a a Е НЯ 
PE FEM 2D:( BL 3-7 5 И] —> Ја] Edi uy pLa ur ЕВЕ Я, 

3.1 ВЕРА | р 5 Г.аягапкзСЁБЕЗЁЇН Ний 43.176). Мар 
Wh. HEKE ЕЯ, ERARE = н. RE 3 €X ЖА ЛЭЭ 

ji(Xy=e(he—X) c= 9 
ЈЕНЕ ес, МО СО) = 1, ES H HJ БА У, WS EX (3.13) ВУЗЕРЕ 
(1), 对 多 重复 同伴 的 过 程 。 证 明 方 程式 (3.13) ІН ЕТЕС(?» МЕНІҢ #8 
Ж <%3-6 47). 

3.2 利用 习题 3.1 描 述 的 让 程 ， 对 三 个 节点 的 (一 维 ) 单元 САДЫ 
节点》 推导 Lagrange 王 次 揪 从 西数 ， 并 证 明 它 们 满足 方程 式 t3.13) ҮЗЕ ЖЕ 
2. 福 意 ， 福 节点 i 处 的 Lagrange ІНІН 函数 在 其 它 两 个 节点 狂 变 为 怜 ， 而 在 
МЕТ. АТИ, THIBASBEASES x. 

3.3 ШИНЕ F E Sú КН Әл 3A: 

- 2 ( a ) +b кен-і хаса Ep 

3.4 ВОН 83.2185 S ЕНІН en CE 03.19 $800.20. ЈА 
Кл. ЖЕН 5 ЈНА 28 EE ВА р (ЕС ЕС, ЭРЛАН ОВ НЕ 
175658. 

3,5 对 以 下 三 组 边界 条 性 ， 

(а, ибд)у==е=<а1>=0 ПН У ze pe 

(бу ис 40, LEM = UR in SURE 


(c) - $40) 1, 0и (1j = Í Neumann 边界 条 件 


dx 3 
ХОРВОО 
- ЖЕ -си+т?<0 Mori 
ФЕВ A Neumann i3 X dp, ЖАҒАЛЫ ЖҮЗҮ АНЕ, ТЕШЕ, # #k kE EE РЕКЕ 
PE. Ще = OB, ЖЕНЫ, БИН ЛХ ВЕК 0, ДЕЕРИН А F и 中 
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之 一 《例如 me?》 RAER CN DO, MRR “ник” В силе 
Wi, шей ИРЭХЭЭ. OUR Z ИВЕ НИЛ, ЭР deti АНИ? 8 
中 c= 1 时 给 出 的 答案 相 比 较 ， 同 时 ， 确 定 > = аг 

3.6 设 有 一 受 轴 向 荷载 构件 组 成 的 组 合 绪 枸 示 如 习题 3,6 的 图 , 拇 出 此 
结构 的 连续 性 条 件 〈 即 单元 节点 值 和 总 的 节 点 值 之 问 的 对 应 关系 ) 和 平衡 条 
件 《“ 即 在 单元 间 节点 处 pu(" 问 的 关系 )。 推 导出 此 结构 的 集合 系数 〈 测 度 ) 
矩阵 ， 并 建立 未知 位 移 和 力 的 方程。 


ч 


талд 
2, Бүс 107 ла» 


Ey 73 X 1€? Ла 


可 题 3.6 的 图 


3,7 48 95-45 FE PESR SE ЕЖ ДИ ыз. ТИЈ ЕН, TP PF Е 
г,» Ua, П.М. Нк. (3.300, На AA ЖЕШ) Ra Ps Pk Eg 
Aj i 7; TE ВР 


рес 1-8 | Us 


BuU 48356 
习题 8.7 的 图 


e 117 • 


3.8 НОЖ GEHEN MD зв, К 
中 一 个 具有 两 个 节点 的 典型 单元 СЕН- БЕЛІ dE ІНІН A Епа T 
рН, ЖЕ — 9 ЖЕ, ЖАН НІНЕДЛІР, КР НЕЖИН СЕ 
во Q, ЕН ЛЕ БЇ +I 2 d НІ ину ло Ж = 


а [1 “ЦЭ че ec 
ћ, -1 i Jin, ce ig, 1284 


жар, 4, AE ТИТ, R, JJ S S, ARAR EE. HE E ҒАЛЫ 
де ЖАПЕ НЕЛЕ. 


SE Q." kesi 
31 3,881 4 
3,9 ЕЯ — Eb Bi Ht PE oj HSH 5) 253.959 £8 th, НН TR Sú ЕЕЕ БН B 


yi ym 
а — ——— mj n 
AIRE 22 5р 
813.980 E3 
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ЕРЕН lo {СД ДК Тины ри АВН КЕҢ ДИ, ЖЛ 
EH PE ra DE. КНР МН, Дл ВН Оби а: 

aA Г 1 — 1 ГАЛАА, _ Тү! 

Re L] е) Da 
Moe pers ng vec E 25 РЕВ ТЕ — У [4] у Ге ЕЧ ЕА fE SE дд CE ИХ ES 
eibi ЖЕЛ ЗАР АН ck ДЕ EB UL. 

3.10 FA% mp ECT К АР io 20177 DATE UT TR 
d aT - 
- (КА 2-1-9 MOsx«L 


_ dU | oT эрх ^ - 
TO =7 | КА ар "ИСІ Ty + g MET 
Наа ы уз. Игов елин, МНО EUR x= 工 /2 和 工 处 的 温度 信 。 取 


以 下 值 作为 米 据 ， 关 采用 线性 有 限 元 ， q=0, L- l0cm.,KA=1.0(W-cm) 
/K, Ë= 25W/( em2. K), To=500, 0-0, 7..=5% 

3.11 ЗЛАТЕН, ЖЫ 3815.10. 

3.11 НН — АЕК ЗК Sa ЕЙІН СМ 2JENS.125BJ ә. ХЕ 
Eh S ТЕК. кремаво РЕ SIL E ЊУ, Ta ЛЕТЕЛА, 
Рака, E КВ НИ ГОУ ЛИ ННВ SS, МОЛНЫНЖ 
ЖЕТ, «ізі, 2, 3, 4) ИА. BERG ОНЫМЕН ВЫ ЈЕ — 
HAT /2Y = 0), 


Ку = 50 W/(am + k) 
Ку = 30 W/fcm - КУ 
k y = ТО W/(cm * k) 


phi 
яааж | (27 ІШ 
КИН 277 ШЕ od 
2 МАЛЫ ДГ ` = р . 
Т, 22222 СУ ШІ 
л 7 T; 74 
习题 3.12 的 图 


3.13 аа ван Ее, НЯ 3.10. 
a 179 5 


А-А2(141-) 


3.14 ЖЕТ Hr Ји] Em ñi = P Ао B ЕСЕН (FF EF) 98 I5] ЖЕТЕ y, Н.Л. 
ЕЖ ЖЖ м, Наз, мн. 


«ив. 


E, = 1 Iyin? 
E, 737, 107 Ап, 
P = 100 kips 


2] 553.1411) Ч 


3.15 ZE ЕН) нии y oy 


Q1 d rk ди )= Бе» 32 02214. 


Y dr dr 


AB, РАВЕН ЛАТ, ЕЖЕЛ ЖЕҢ БЕЗІН, 当 域 为 圆 形 或 环形 且 径 向 对 
稀有 于 ， 这 关上 方程式 出 现在 下 2,1 记 列举 的 旷 有 声 合 。 推 导出 考虑 下 面 训 种 类 
201121 JL ARTT 


и= Но ке и, + Виа + а = 0 


ВАР ву те BJ qa Ил, ЇЕЖ, ЛОЖУ РА AR n r 进行 的 (因而 ,用 
rdr3 ДЛЕ, ОРАО у 

3.16 — БА ER [5] 50 26 25 308 2K 2 ХН) Ы 3.15 中 的 
{КЛ y ЛЕ H, Кн, КАЛИ ЕМ, fu MI B, «ӘН, тј 
див, AEWA там. тел ТЖ kim, MEZEA ОФ = 150 
меда L fE, ПОЈ ЕН ЛАН = зБ? Спасу, AORE HH JE 
НУ, ТЕЙ E hE ERAR ВЕРЕ СШ ЖЕЕ EIN МЕНИ ЈЕ У, ТЕ PB Dj Wo а 
L = оооп — W ҖЕ но = бога. ЖЕ РЕЈА TEJ ДЕЈ 5] |] 84 
0, 10. 20, 40, 80214010 СЕ 3,156 ЛЫМЫ, АЕ db An 
HERJE САНЫ, ВАЛИ ЛЕРИ ЭЛ. Еж). 
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3j аз .16Н9 РА 


3.17 ОРДЕНОМ r ЖҰ 
rE, Фут yE RE ЗИМ, p s ВЕ, 点 为 管 的 截面 积 。 ТЕВЕН + pE НЕ За ФОУ [ВИЙ X 
ж» 
аф 


ц = 一 一 
dx 


Hort, жө NE ЖЕЛИ И ЈЕНЕ, JUR LX G ИОЛЕ ИЕ 
ЖШ ТЕН ЖЕДЕ» ЖА ПИ иа, JERE E H ИП ДЕШ BE ЛЕ СЫ 
E ЖЕЛЕ ЧН ЦЭНЭ НО. 截面 积 为 


А-А E] 


3.18 用 三 个 线性 单 苑 竹下 面 的 近似 起， 重复 散 习 题 3.174 见 习题 3.18 
ВУ Е: 


Ако = LAGO Аба, 100 е=1, 2, 3» áo 


| Aj ERS.18 87 Ч 
4.19. ЕРИНО О СОК 2) 243 19/08 е BEERA 
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ЮРЖ ЕЗ ИРЛЭЭ 250°Е, БЫЗ K = 12011 ҺР. Е А # Ия 
15Вїп/ съв Е), ЗЕН SS P тия, СТЕ СОЕ ШИИБ BUE ВЕНУ A NE d 
ЊТ. = 757 2, 


51 а 3 „1989 Fri 


3.20 ПЕТА ЈАРЕ НЕ T ЛИ Н Т, А — #A ЕН ТЕН In) 

ЛАЗЕ Р БЕЈ] 
- ДЕ A(Z -oT )|- f оста ћ, 

А. кенеге Е РЕЩ, АФТА ШНА, ПЕЊЕ 
о, 4455-0084 HEX; зо РАЕВ ВЕТКА бу. БЕЗЕК Еа, ВВ H 
Ир = 40085, MEY fk Ннво" Е. HE Ассу-6-2/10849, Е =30 x 105 
БЛЕЗ, а-12х107 ри" Е, 

3.21 REMATE T hAg- ria AA. 


ам . 

— -- = “жао Га 
біз M 

- мам -1.1.. = = «То 
dr? + EI 9 orc, 


stu. ул А ЕНЕ, МОН. Jb ЭЛ пати, ЕРЕЕН, ГЕ 
нает, туң КУУУ ТЕЗ} ЛИ ЭЕ ЕЕ ОК), ЈЕЖ— 
个 单元 得 由 相关 的 有 限 元 模型 ， 
| ЛЕНЕ (wn. (P1) 
[R213[ 52212 1 М) ТЕЗ) 
3.22 ЖЕЛЕН НИ FART ЕНИ. МЕРЕН, E ТЕЁ 
路 当中 采用 两 个 线性 单元 。 
3.23 R. DL FJ ВОН Л 83-21 ЯРИНА CORP ELTE О) 
Зи 


“дү = АЧ б< т<}, 


uisu L= 0) 
3.24 ЖНЕ с. ХРАНИ А, = А, А; = 1,54 Ay = 
. 122 • 


2А4,81 ТЕН 20, НЕН 2.17. 
3,25 ӘҢ ал, EATA ROS РАНЫ a 


dłu _ 
таз = АИ 0-2Х-01, 
uc05» 20 +1) + Ест) =o 
3.26 RU Бф ај ЖЕЛЕ ЖЕ АЯР Ча ЦЕНЕ S F p= ЕН 
га ғ ан _ р” E 
ETE Tr o jsf (сж Г, 


uto» = и; | а^" + (ии. + Ч | „= 
RPL CE pE HA РЕ, Рата ЁНЁР P BUE А OE BERCNS 
限 元 公式 及 完全 离散 化 的 在 限 元 方程 。 

3.27 利用 两 个 单元 (线性 ) ШОН pæ i3. 20 p M S мее gr Ek AY Bl 
ЖЛ. ако НТ, 1-0, из =1 及 9=0 情 况 下 节点 温度 随时 间 变化 的 肖 
"it Св ара сеје 6 ЯЫ НЕР B QE Ы 82) o | 

3.28 ҮКІМ ЕЛҮ SO E TET ЕЩ НЯ (Н ЮТ SE ИЕ DD Esl ДО, 21 88 
зове», НЕШЕ Н 282553, Шок оКс (жал (ОЛ, 2,1) BU Л Fa 
sk AT AAEN AAU uiy) 7-201 

dp ден 


itin Sa 58 ФЕ 
мей Ши ір, oe» 
А порои -0, МРАК» EMG a T TOS EM. DEG dp/dz УЖ ОИ 
” TY" 
= D T т == 
3 | Ч vo) Е 
= > ——- - х 
E | 
55 132 | 
3j KH 2 211] EH 
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MET). RAMAT С ЖДИ ДСБ МЕН 
Вто Ж ЕЛЕН ЯН Ре НО Ға 


uc 272052 — y?) 


3.29 БИЯ Cauettegi sh hu li E, ЖҮ ТЕ WN ER E ТҮ НУ EE 
[йй ізі, Не ЖЕН, 55 -— B EL ZEE TE НОБ ЕН БІРА 
3, 29), ЖЕКИ ВН ИЗ. века) ЗАН. (48 22 RECEN 

HO} 21, Uu(2b)-u, 1, 
当 fo= зубњи=1 Bf, ЯІНЛ ЕВЕ АЕА ЫМ (B = 0.85, Нэг 
0.55, Из=0.38, Б. = 0,45) Ж ЫҢ ШЖ, ЛЯЕТ 
比较 ， 


习题 3.20 的 图 
3.30 НИЛ (КВ 方程 联 立 的 方程 组 ， 共 形式 为 


> К.И, = Е, 1-1, 2, 3, 4 

ілі 
xT 1 F РАЯ ЖЗ SLE SEOEE IDE E 

(a) ГУ) =а; 

(bo әу = z, (7, = ñ. 

3.31 СО Ч ЭНХ PR ра T DAL КД Ја] ЕД), ТЕЗЕ ЕН T kd КА 

ж Pg XJ ЛЭХ FE ЖЕР RP ET hh ЖК ЖЕТЕ) BRE а КЕ], Го Р ВЕК. 外 
те ura, ЗЕМ ЕЕЕ, И ВЕЩА ИР НЫ», МЛ: 
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-Сар 2 (ва: а) - AQ ҹм, 


Жан, ВОЉЕ, А-ол ЗЕЯ, ГАНЫ, Q 为 每 单位 面 
Tig НУ НЕ, ГАА, ТАЙЫЗ. НОМ ГХСЙНЫ 


ағ 
dr. 


XU Е FEA HA rQ,23.25in, 1,784, L-10ft, 0-0, Rz0,01Dtu 
ено ^E), TZ = 4007 F, Го = 80°F; М =+ ВЕ TE B 265 ж е Px йлн 
App. ЕН BB CHE GS SS 


LT. _ Ing БУР, 
ТЕТ,- «Г, T табут, у 


EIER. тор, TAT мя ЭМЭ НН А НЕ, 

3.32 «ЁТ ЖКН ЙЕ, МЕНЫН. ВЯРА КИС 
межу и ТЕ Sk СЭМ ЖАР ЛЕНД. Ва) 
ллы (PM ЛЭ 应 力 06 don UD Е, 


ф--КА 


P: -110,1 + Еко, - па У+ ТР, = 0 Ју, < теста біз 
Хир, ї-103 5 020) mE. БЛЯ, ЖЖЕХЖЯШЫЛ- МАН 
0, = 2116, + Ст 225 Ра = СЕР СъзЕ8 стаз 


ХЭВ, 6. Aes а, со АТЕШ К ERRAT ВЕ ЕА 
ЖАСА: 
гім ц 


E, Il га = 一 (111) 
йг ? F 


ж-е НІНЕН, ñ EA ООД H A РЕН E В Poisson Шу Д Hi: 


Сіз Сіз ' Cag 
ы {1 - vyË uF 
A анаа а а а шиг — _ е 
ра. 41 + Р)61— 2v) (14-83 1-2У9) i 
2. Е uE 
У 77 1212 | 1-у2 £11 


410113, (пэт у ep ar ЗЕН ЕН SE CA ЕО, МИЯ, 
ERI EDT ЯГУ АЯДЫ БР Е ла ВЕ Е: COD 和 odi МВ 
n). НІЛІҢ Мы РН ЫС ТМ. РАНА М (ЕТО 
ста 0», ЕР Е Кет а S| (а, = 0) ВУЗА ЕЕК, 
НГ = со", ОЖ A ТН ТЕНЕ, 
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= Cor - АЗ | Ша а. uon 
н Ка (=) Ге — tr Vut], 


(3-4 ғу”, + (1 — vr? 
Ума? + (УУР, У 

3.33 SOL UOS но. HET EUR I — H UK RE: 

- (2..3) =0, 44. тото 

ТЕН, edi RATTA Е Ву, ве F А ру A ИЧ В, 
ЗЕН КОК GR з ВА АЧУ Нло КАН. 

3.34 УАЗ. 33 SESEO. Hj Eum E РЕ рана. 33, ЕЛ 3.5) 
HU e ВА, # ARED duds - о Га = ӨТЕУІ 2 НОЗИ ШІ. ТЭЭ 2525 АЕ 
ix Bp 


_ F [*+1 ац єт x 2 
І,ба-аз- Ї(ы) + 21, ( та) йг, 


ыр, Тэх (Зз, НИШ а, РАЊЕН, НА EE НЕ 
模型 。 


3-5 一 维 四 次 方程 式 


这 蜂 和 研究 产生 于 梁 弹 性 弯 浊 中 的 -- 维 四 次 微分 方程 的 (位 移 ) 
有 限 元 公式 。 些 一 方程 可 以 分 解 为 一 对 包含 膏 类 《pdazWy/dx2) 及 
BREER w 的 二 次 方程 ,这 些 方程 式 可 以 用 3-2 世 中 提 焉 过 的 概念 
来 建立 。 这 样 的 公式 称 为 混合 公式 ， 我 们 将 在 第 五 章 讨 论 。 四 次 
方程 的 位 移 公式 用 到 3-2 лан СА» SE. 但 在 数学 
细节 上 赂 有 不 同 ， 特 别 是 在 方程 式 的 有 限 元 公式 方面 有 所 不 
Fie 

该 四 次 微分 方程 为 

| E, Tas +f=0 D«z«L (3.86) 


ёр „Р = b(z)& = f (m) ра ВИДЕ) РЈУ АРА ЭС, wy АНЕ ВЕ. ЈЕ 
ЗОЛ ИН НОО. B. БЕ НОО ЕН ЕН РЕЖ TR. ЈЕ 


. 7256 • 


Кет трак СН РЕ), w МЕЈ И БӘ (Fj BORGEO.IER Т 
ЖИ ОКУ ВЕ (3.86) bh. w xp А ОЛ Зе Ру РА 
ЖЕЛЕ АУД РАЙО, а Гати Ен ЯЖ Но BLAS EA 
Кл. ТНУ cob гв AS 5614 76 АРЕНАТА, АН ГВЕН 
EEL, ГІНЕ F Bi huy УЕ ДЕ ФР ОКА RAMTE H 14 
ВАСА por ERE L1 2] EM В Е, ММ, 3.84): 


Лх? 
M, V, 
d'w 
P um = b 一 一 一 
А х | +; M dii 
ам 
deme к= 
= 
ta) 
10 25 3 Фу. S Teres Ме 


| 一 和 一 + 一 Вн Пун .... н-к 


3.8 ЩАЗ, ӨРЕЛ об <a) AHERN g СЕНЕ 085 4 591583. 
(5) 78 Fon BECHER — RN A 


» 727 • 


w СО) = 0, “іт 50259» 
а d^w 6-9% 
_ b ЕГЕН -) 227 F,, 1... "Ms (3.87) 


方程 式 (3.86》 的 变 分 公式 应 该 证 明 边 界 条 件 (3.87) ЕЛИЗА 
是 正确 的 。 下 面 给 出 (3.86) 的 有 限 元 分 析 的 分 步 过 程 。 
3-3-1 ЖЫЮ а 

域 被 分 为 一 组 {例如 NN 个 ) 线性 单元 ， 每 一 单元 至 少 有 两 个 端 
аға. BRAJLA Е РЕА НН Кр, fH 
是 在 每 一 节点 处 的 初始 未 知 量 数 自 及 形式 是 受 微分 方程 (3.86) 的 
AARI Л НЫ. 485 8 503.869 В РР, ОВОО 4 НЕ 
单元 。 
3-3-2 单元 方程 式 的 推导 

在 这 一 步 里 ， 取 出 一 个 和 典型 半 元 Q* = (X, Xai) СИЕ 
.3.85}, 并 对 此 单 元 建立 方程 式 (3.86) 的 变 分 形式 。 变 分 公式 能 绽 
我 们 提供 问题 的 初始 变量 及 次 变量 ， 这 些 变量 在 每 个 节点 处 都 要 
加 以 标注 。 然 后 对 初始 变量 进行 适当 的 近似 ， 从 而 推导 出 单元 方 
程 。 

典型 单元 上 方程 的 变 分 公式 仿照 以 前 用 过 的 步 又 写 出 


0- ІШЕК d CE + f jas 
вдов 


С), 


Теча аза d*w 
-1, » dr? ела: 


а?ағ сс, ағы ]'**! А 

Нед Cen) uz as |... 5.88) 

式 中 ，v 为 一 个 试 函数 ， 对 7 为 二 次 可 微 。 对 边界 项 加 以 观察 ， 可 
以 发 现 基本 边界 条 件 包 禽 w 及 dw/dz 的 给 定 值 ， 而 自然 边界 条 件 
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包含 5c Јас Са Јах )( bd" Јах? 在 单元 端点 处 的 给 定 信 .这 样 
就 有 两 洒 基 本 按 界 条 性 和 两 个 自然 边界 条 人 性， Elit, ЗЕ 永和 
dwradz 作 为 初始 谈 量 在 每 个 节 后 处 一 致 起 来 (使 得 基本 边界 条 
人 必 包 售 在 捅 值 中 )。 自 然 边 办 条 忻 始 终 保 持 变 分 的 形式 ， 和 并且 最 终 
落 在 矩阵 方程 的 等 号 右 方 ( 即 源 困 量 )。 为 了 计算 上 方便 起 有 由， 引 
А КЕЕ: 


S = _@ 
ог Lb 218 
о ЯГ 1и 1... | (8.89) 


cd? ЗА; 


Qs 二 一 к 2) |. 


у. СТ wa: 
Qi = – [e dur? | 
APRESAS, ООО ОН, OO MOL жж 
С, З.на)„ ЖА, ЖА. 88 Е 


_ рати d*w a Pda се? 
o=) Вр tof)dr— o(z,)Q 


r + 1 


- [co орос ду ~ [| 20864) Jee 
—BO,Wo-l(v) (3,904) 
ХОР, ХОВ Р СОН ТАТ 
Вси, vos (redo digo 


S v ах 


dz? gr’ 
lv) = -| Пода остро (3,905) 


T (-423| ое +C X, 019 


"с 9: 


ХЕ EU = ЯВЖ ЕВ лы ЛҮН А АЛ: Бақ (2.33218 
„129. 


= 


出 ] 


со [7 1245 >) ЗАТЕЯ, 
-(-45 | Qr > –— мете 1304"? 


- - 4» ур об (3.91) 
Jrd& 5 rp Bu 3 — И Hp 25 BH Но pR kE pu ЛЕВЕ, СЕНЯ 
T ЭХ PT PERS В, RR SULAS IBS ЖО ОША ыза g^ 
Ху JQ Pr ЭЭЛ. 

ЕЖЕ 55958 (з.оба R В: ЕВЕ, 
HOHORxESERS—.—.— ЭЭЖ НО. ОДИ 28D ‚МЕ ЈЕ. 
-- BJ C fe TEE. Е 的 近似 式 满足 (一 个 单元 的 ) 端 点 条 忻 

ъв = Wai, Ср) = W; 
O(r,)—0,, Өсш,,уу=8ё, 
ТЕЗЕ HS ЈЕ Ја ка, ФЕ EF RF, RITE S А Rh tH НЕЕ РА ЈЕ , 
FJ, ВАЗЕ НИ JE ЈЕ идэх РЕ СЗ. 92), xXx 8528 PEJEZ ЋЕ T S 


(3.92) 


HIPAA. 
出 于 在 一 什 单 元 中 一 上 共有 四 个 条 件 ， 因 此 Ww 必须 选择 为 带 
四 个 参数 的 多 项 式 ， 
му еј ВОЈТ СА: + сж? (3.93) 


ix. xk Sk PE ZR E SEI АО ДЕ АУ (МС, == 0), TF -一步 是 用 Wis 
у, #1, GAERC, НВС. О. 


Wy =W Tp} = б, сай, + C IK O + C Te” 


6, = (~ 4% 


= — C.—264X,- Bc x 
Я - Я ұ 


- 


Au. = WOES 2 Е СЪ Csepi БСШ, 40428,, 


(3,444) 


* 130 ч 


пеню 
-- 1 23. — QT. ©. 
1 _ ё 3 2 (3.945) 
Wa 1 Ха. Tira rË., i с.) 
0, Lo — 1 90р 322,4 бад | 


ХР Ре (02.942) ойл, 用 wi, Woas 8i, 9 , ty Ш Ci, ЭРЧ EE 
ЯМРАЛ 2 3.95 rh. 4 


“бе = фу Со + фра» В +b £) wi? + ф 205"? 


H Уфе (3.950) 
Жар | 

Wi= Ws Ws=0, Us= ws, щанд.  (3.95b) 

6$? -21-3( PAY +2 x) 

фі? = аа ) 

нээ (Л 9e) абата) tem 

ӨР = (а то (№) LE 


_ ME (5.87) 
уш poit po 
ӨР” -8(-6-) -2(-5) 
y _ i ғ A Ф 
% а С) “эс, 
FERGAL КЕ РЕ ЛЕЯ 
ФО (жеј= 1], ФО (се)-д, ізі 
1! (3.9843 
фт... = 1, ФЕ Cei) = 0; 4353, 
iti 3; ES C3. 92) Нола РБ ЖЕЕ 
e 131 . 


a. іф? dé? | Q7 
-4ФРЭ dei | | 
— 1 - -1, 一 一 =0; іза 
ат х-ті dx х орд 
(3.985) 


TAWE, ФЕ Ж ЁЁ (3.98), ФЕН — 
ТЕЛ ОЛА,ІЕІ3,9): 


б; 


893.9 ЛЕХ 13043.97) ЯНеппайїе 三 次 搬 值 函数 
а 137 +. 


f (Е у-ва), ФИ? (Fy}= 0, 之 Фи. 

doto des: й (3.99) 
de С) = 0, da CF,) =ð 

ЖҮР, z = 0402, = h дело визе о. 
EHHE, БТЕ SP Pu Wi {Н РЕ ЖУ ПУ iX ЖЕ ВЕ 5 4 

(3.900 XC БЕЛИЗ ЗЕ „АП SL Нм ышта CREER = DN, 

Ni E РАЈ ЗУ EX HJ Е i ка ZP t БН ФИН ЖР CL AS ЕНІН 3X. 


PAD, Au EG Pts A SEA алына “СУ. Hoo АЛАҢ d 58.30 


Ж-Е АТЫ Ж ГИ ЕРЕ Ж-- F 3 Пу УЙ 
xt. МЕ, Жарлы Зең СРИ PROS PROBE P RS OD 
АБ FH = K 25 тА ЕР Re fa YE RS EIS B ERE SE FE ZR EE ТЕ ЈЕ, 
ІН бі НЕ БИ С. 9H ТН ЮКӘ Pp. ЛЕН HH aP Es ТР, 
ЭХ АН Тл PD B] Ч ЭН SC Ë P тт Y ДА Пу ЖЕБЕ ЛЕ. 

СЕНЕРІН ЕЕЕ 3.95088 rfi at É SF2 $y 5X 
(3.90) H1 и, Мос Ф, КА SK (3.901, ЕЖЕ (3,959), # 
Ed 


0- > (17% аа br рис 


Чиг ко ах dax? 
С (3.1009) 
E! 
ER Урибе? -БС7-0 (3.1005) 


5.21, Оф, 42ф 
гез 一 — Ри оға 
к 9.101 
Fr = – | фата? ? 


Уг (3.100 Вж ХХ, (3.86911Н В, ДО УВ 
.133. 


{РАФ ВЕ НГ РА Я РИВА 03.101), 
HIF жр ЯПА Же, 485238 (КК O] СКИВЕ) № 

LECT OUT SJ IP Bir 286 W 
6 - 37 - 6 - 8h 


скеој- 29 | 738 И 39 № | 
А? 6 ЗА 6 3h 
L за р? 3h дп» 4 
e за 
(ЕЕ ING (3.102) 
i2 (6 (9: 
h Q. 


RARE, вео BIS - (fh/12){ ; } 项 表示 由 于 单元 上 均匀 
分 布 荷载 在 节点 1，2 处 引起 的 “静态 等 效力 和 弯 矩 。 当 7 为 z 的 复 
杂 代数 函数 时 ， 材 料 力学 方法 变 得 没有 吸引 力 了。 相反 ， 方 慷 式 
(3.1010. 提供 了 计算 这 些 分 量 的 直接 方法 。 
33-3 单元 方程 式 的 集合 

为 了 说明 集合 的 过 程 ， 选 择 人 十 个 单元 的 模型 ， 并 假定 /及 b = 
EI 均 为 常数 。 这 样 ， 在 此 闻 题 中 就 大 三 个 总 的 节点 ,一 具有 6 个 总 
НОЈЕВИ ПЕЛБ ЛЕ А, ЕТ ОЙ МВ А а ЗЕ, 和 总 的 
CERRO É IB REUS ІН Е СЗ. 103, 


и ПО шуу) Е, niin) -U,, 
(1 — < 1) 一 (2 — 

Ha =н тИ, Us (3.103) 

uj 6p 65 SU,, ufi wf = Us, 

#{ ef eU, 

连通 性 矩阵 | ВЛСЕЯН T THESE ЭЭЖ 

1 3 

:81-1 | (3.1045 
2 à 


НЭГЭ T ARE РУЖЕ ИН ЭН Ж), ALBIR, НЕ 
的 重复 表示 与 此 二 种 自由 度 相 美的 系数 应 该 加 起 来 。 在 [ B 3, 
数 尝 2 重复 ( 它 相 应 于 总 的 目 А BE 3484) ЗЕ ДУ ^АНУК в, К за, OET 
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t= ,RR = F. t5, Ву =" Uy, Ra Е, 


Ue, Rs = -Mg 
"ITH РА АТ мъ ты, му = ug 
в; = и 
| 
I 
! 
' 
: 
| 
: 
l 
-2.8 
图 3.10 ЗО Л: da ЖУСОНІН RIET 
Калле 2t JG 13812 ру 79 i 
= Сіз £2) 
Кв = Ка КГ”, К.,-Кс, TES (3.105) 


ка КОКО, K, = КЕ) + Ki?" 
ева, ПЕРА ЈОВА ИЕ CHI BERI JO ЖЕР Н РГА, C3. 106) 
和 和 (3.107) 的 形式 
„ 135 • 


(90172) 


| 
іт” Е? 4 
(yj (n сх) Я "e : 
| H 
: 
T: ec та : 
EJA guje 132: M E 
| rZ па 272 n 
ID AA Түг-хүй (13 tgr- 8394 0 
EL етт + + | 
ТЭР: сул ian АМ "» {1- SA. 
; : "ak : 
кинининнинлииннининннинигити а пл че 
55% (УЯ N t М И; MS ! 
| | | ЄГЧ 
EET. rt тт ат z и : 
ЕЯ T cao ID 73: (2) Я жері [ 
ee S Мы. ERN EM 
РА 1 ТҰР. гі ; (M C up {тул Т GM ОМ (ІМ 
L | қ 
| : 
i : ; 
| к : 11 TET. 
i cz Hn TH + UN (MT (uM УЯ НЕ 
; T £2 21 12 
| 142: co ам | 05M 
i 
i РТ EI zT IL 
i «ЕРІ ЕР TEP Шин (DN 
kas = = N MN А “ . _ — 


N I-N - ë т 1 
" LESE 


ee 


4 136 «4 


1 


Бо» 


(оне | 
ЕЕ! 
Ек? + Е?! 
(Бүх | FIO PE (3.107) 
К + Е) 
НЕК» 
( ЕН» ) 


2444, МРЕЖУ 03.100) ЕЛЕ ЕЯ, ЖӘ 
A EIA EIER. ПИР] ЕЛЕ, 
Ха АО Н] ай, EE FEAA = L/2) 


6 - за - 6 ~ 8h 0 9 - 01 
-зв 2А? 3h hš 0 0 | |22] 
281 |-6 8h 646 88-38 -6 —3h EI 
и? |.3h h? 38-38 28° +282: 3h h? U, 
оо — 6 ан 6 3h ds 
0 0 一 3h hš ah 2h* _| 32 
(595 1 f до 1 
БАРЫ 
h 6+6 Ог! + Q £) 
= 4 офа окоо | (3.108) 
x 6 | Оз) | 
L k А L Q (2 1 


3-3-4 边界 如 人 性 的 引入 
首先 了 号 出 次 变量 前 乎 衡 条 件 。 在 总 的 节点 ] 处 ,Bu ЖДО (xF 
УЗ ДЕЛ ЕМ) ЗОНИ. ТЕХ НУ ЛЭНХ2АН, ЕЛЕ 部 
ОНУ ВУ ап 2258. 因此 
до 059, О-О д | (3. 1098) 
ХЕ) 535, ВРХУ Ко, ЖЕЖ ХА) Мон 


. 137 = 


--------.---. ---4 -т------ 一 一 -一 一 一 一 一 


o=- [-- цана i. 


diw 


nm Los | -= ом, (3.1095) 


其 次 ， 令 给 定 的 初始 变量 相等 。 因 为 在 总 的 节 总 1 МЕЗЕ ЖЕ [А] 
定 的 ， Mek ка манж, 


нз Ер а у, = о (3.1102 
特 式 (3.109) Ж (3.110) 代入 式 (3.108) 得 
—3h | -6 -3k 
г 6 3 | 3 9 ын 
—3h 2h? i 3h å Rh: 0 0 
d -6 зӣ 12 0 -6 -38 
一 8h h 0 dh? — 8h h: 
0 —6 3h B 3h. 
L 0 0 - 8h h? за 2024 
U,- Е 
(91590, (93 753 
[Us = 0 – № | М; 
| хаваа. р ima чи 
x1 U, p=- | 12 +14 0 b} (3.1113 
| U, | 0 0 
U 6 _ F, 
L U, 1 l pd ( -м.? 


335 方程 式 的 解 
ЗА БН ЕНЯЕЙ,, О, Жени, Жак ПР B AEU BU EA 
ве 9, 3 — ИЗВАН ӘТВЕО (3.111) 2r ВЕК TBI EJ 
形式 [网 式 (3.111) 中 的 碟 线 ]j， 
ГК +! | ГК! | A! ЈЕ!) 
кат ке А }= ре) | (3.112) 
еко ри S АЗС. 111) фри ВЕН. ЕН 


+ 125» 


ЖЕ, È 63-112) 可 写成 ， 
СКИЦА) + ЕК 152 (АР 2 (F' Y (3.113292) 
[К? Ар + ГК? HA} = (P2) (3.1135) 
ВАР) вж ЦАР = (ој) „ЈЕ, TAARE. 1136) 
来 解 {A:}， 然 后 用 式 {3.1136》 来 计算 未 知 反 力 {F!}， 


бла Г 12 0-6 —3h7]-: 
lu | из о Ah зи h? 
(Ар = 1] “t = ЕТ 
| U, | 2821) -6 ah 6 3h | 
(ы, | -за R? 3h 2h: 
1 - ін 
явцын 
ШАҒА (8.114) 
Ком, — fh: /12 J 


注意 ， 在 现在 的 癌 题 中 ，{14:} = (0), DIET AMBDIK*'10A' 项 
ЖЗ: (3.1136) 95 ВЕ ЕСЕ”) Е, ЗЕТА 
РЕЗЕТА, 19 


Г 2h* - ад 5h* — 3h 7] 
h | —3h 6 — 9h 6 
AD); EC 
(а ) GEI биз ~9h  16h* - 128 
| -- 3h 6 -12k 12-4 
( - fh \ 
| | 
x 4 а 
| — Ро — fjh/2 | 
L -м, — fh? /12 J 


i —5h^ F, + ЗЕМ, ~ Еј | 

h 

= SET 1 РР, -6М, + тра? Ч x 
| = 16h? во + 12ймо ~ 1278: | 
L 12RF, — 12 Ма + 8782 d 


а 139 « 


F; 2Eip—-6 -3k 0 0 (7 
(py t= не] ) | і 
М, аһ h* 0 D U. 
17, 
fh 91 F, + 2 fh 
+ а = 3.115 
12128) осв + fh + M. Í ; ) 


Ж Б, ШЕНҢ, S Р.М ЈЕ En ЖЕ: 

Е.-Ғ,-2/В-0 М, + 27? + 29RF, = M. = 0 (3.115) 
"OLEI — 58 х 101» т*, L= 1501п А = 75in), F, = 8000, 
1 = 10010 а, M, = ОНУ НЕ Ли ЭХ: 


U,-— —0.87T13in U.-—0.02012rad 

U,-— —2:642in ,-0.025221ad (8,117) 
НР. МО 

F; = 23,0001b, М,-2.325 x 10°1Б+}п (3.118) 


336 解 的 后 处 理 
ЖЕ ЛИН БХ НА С 3.10) 


ОФ +U $ garak 
WEE) = 10,607 +U фа? Ud? + И офу) п сан 
(3.119) 
方程 式 (3.86) ЯП (3.87) 的 精确 解 可 由 直接 积分 获得 ， 


Fo (gp 4 Mo ца 
Б 2 


ший 


Elvu (ry = -~-f =) + 


+ == L 
24 6 хэлийн 
Eló(x)- - (L-7) - — (xL)! -М,х 
+( Lx + та 当 0 cre 
(3.120) 


• 140 • 


Mir} = 一 


#3. I теле (3.119) зае (3.1203 МЕ: £e. Н 


/ 


МА ужас L 


НА Б; КИЛЕН ААО ИР. ТЕҢГЕ д, ЭРА л E Ya Ta 
Жо тн Рав ЖЕН (CW 3.11), 
Z=; sz Т.И ПЕ (3.86) 的 有 限 元 法 。 


#83. 3 


х 
0,0 
9. 375 

18.75 

28.125 

37.50 

45.375 

55, 25 

65.625 

75.00 

84.375 

95.75 


103,125. 


112.50 
121.875 
I31, 25 


140.625 | 


150.00 


"MS EId'w/dz? 


H Ron f£ СЕ e SA ло) 


— м 
0.0 
0.0168 
0. 0654 
0,1430 
042470 
0.3746 
0.5229 
0.6 995 
0.9712 
1.0660 
1.2717 
1,4857 
1.7093 
1.9379 
2.1708 
2,4053 
2.6428 


Шин 
0.0 
0,003536 
0. 006781 
0.009734 
0.012396 
0.014765 
0.016843 
0.018629 
0.92012 
0.021384 
0.022465 
0.023369 
0,024084 
0.024642 
0.035911 
0.025202 
0.02522 


2.2781 
2.0077 
1.9172 
1.7367 
1.5553 
1.3755 
1.1953 
1.0148 
0,8344 
Qa 7242 


0.681406 ! 


0.20391 
0. 39375 
0,28359 
O. 17344 
0.06328 


“一 一 一 一 一 一 - 


-M x 1078. 


0.04688, 


= Үү 

0,0 

0,0171 
0. 0652 
0,1443 
0.2484 
Q. 23758 
0,5237 
0.6537 
0,8713 
1.9683 
1.2720 
1.4879 
1.7107 
1.9392 
2. 1716 
2.4066 
2.6428 


ЯМ ба ЊЕ 


б 
0,0 
0.002556 
0.006838 
0.009770 
6,012398 
о. 01479 
0.01679 
0.0858 
0.02012 
0.02143 
0.02252 
0,023404 
0.054094 
0.024606 
0.024954 
0.025153 
0. 02922 


ВЕНА ТИ Ж, 


РИС. 8603003. 872 24 M, = OESTE В ЕН SE "S E ER oc 130 


ww ra 


- М x 1079 


2,325 
2.1138 
1.9113 
1,7177 
1.5328 
1.3557 
1.1895 
1.0510 
0.8813 
0.74033 
0.50820 
0.48486 
0,237031 
0.26455 
0.16758 
0,078320 
0.0 


ТЕХ XE agn, и а а b= ЕР ЋЕ 


С, 


— 4R 3E АГ РД В Sr qox pg i; PE ЛА 


A EL лат В ирж 


ж» Wb, 482589 | НЕЕ (5 102, ЕАН. F KpE 


例题 


- 一 -一 一 = 


+ 141. 


Ем, 


18.75 37.5 55.25 


50 
0 75 9335 112.5 13175 15 
MA сэ 


0.4 


из. 7i £835(3.862,(83, 8004 Моя ¢ 时 的 精确 解 与 有 限 元 解 的 比较 
543.3 БА За 3. 1233 PT МЕ XE DEG ERE ИЛ J (3.86) 


Ax) = fo = 2400 lb/ft 
19,000 ib 


Ef = 197 ibr (12 


(z) 
БАҒА UU, 20 = 
| | 1 2 3 4 
(5) 
10,000 15 
Ж? ло - i 
Дел» лет оу +0121 «0 + 05) o)! = -10,000 ` 
(3) 
Qi i (==) (=== 
а - | 2 1 2 
Qi - pi + 081 -o QU + 0 = D о?” 


(сз 
93.12 例 3.3 rB BERE Sz по Елу IN [FR] Ералы ЕО НЕЯ ЖӘКЕ: «а» 
яның, (bY = jJ Н ылы» CO IX CREE) 中 的 平衡 
条 性 
. 142 • 


在 以 下 非 连续 数据 下 有 将， 


910741 .Ї 5) == 1016 


b=EI =} 
107516. ft? ) још x= 28Ít 
j- 2400 сво 02108 

— 140,0000(z— 220 (Ib) тойестес дан 


ЖОР, dir —a»3jDiracópE AX, ЖЕ УО]: 


(3.121а» 


(3.1215) 


| осуде - ајд = ga) —9o« £f, а< со (3.122) 


注意 到 Diracó ра Өн SRL RE E TE ЛА) ДН xb "PUBL ЗА E Ro 
Е ЯД ЕЖЕН НУ, РЕДКИ ТР КА RP BJ Жері ЖОЛ A I Е 


的 相应 位 置 。 


Жж, АЯЛА ЕЖЕН Елі САЯ 
3.125) Зак ER [0,Р1=0=5=28И, A BERI IR АН By Ал: 
УИ ЇР EE, ІНІҢ y АМ NS ARS I НИЕ СТЕН] АРЕ ТЕ 


之 前 )。 


YEWERE JJ I8] ЕН RA, (3.102) #519, ДЕЛ 
中 f= 2400, ПЕНУ = 0, vp Ap S ИЕ ВЕНА ТЕ S B Л 
Е УНР hR— S SG BJ ж] BE b E Н, 


F ҖАЕ: 
12 —60 -12 -60 
Казы 20197) | —60 400 60 200 
105 —12 60 12 BO 
-60 200 во 4004 
(-12,000% rQ) 
| -12,000| | 9%’ | 
| -20,0002 Коф? 
12-12 -12 -72 
07 | —72 576 12 288 
СК“? У ] ET 
| —12 72 12 72 
1.12 288 тә 5764 


a 143 • 


(9% (977 
іе! lo»! 
(БОЭУ- 1 ИР (3.123) 
9] 1%» | 
104 (6,9) 
12 一 36 712 73954 
шити 10° | -38 144 36 72 
9 -12 36 12 86 
L - 56 T2 36 1444 
гоу (% 1 
01 10» | 
(Ебу d +}, | 
(91 19 | 
[0] iov) 
集合 方程 组 为 ， 
或 写成 显 式 : 
0.024 1-0.12 —0.024 - 0.12 
| 6.80 Qa Ba мм со n UM 
: 0.0309 2.0783 —6.00894 -0.04187 | 
TL : 1.133 — 0.0417 0.187 | 
| i 0.0625 —0,125 | —0.0356 -0.167 
| . 1.0 : 6.1667 0.333 
| и A 9.1567 
Е ил | 0.0558 — 0.5667 
Өлу ( 712000) г 9 ) 
U, 20,000 от 
Ч, | — 12,000 одаи ще ди 
л —20,000 о + 07 
1 =} + (3.1240) 
х | U Ü | | өзе + О’ t 
7, ü 02 + 09" 
U. ч! QV 
Lg, J © J L о» J 


APEB Г GB ҮЕЭ AATF НЕ АА CE 
Hg Па И ШӘЛГЕЗ Е 27 БЕРН) | 

О-о QP LO 0 О + О) 0 

0: +0'- 0 ОР qL QU = — 10,000 
іе. лее, ор», ОАЗЕ ЖУПИ СЕЙЛЕЙНІ» 反方 。 

ДЕ ВН НЕ БЕБА МЕТЕ ЭЗ 

U,-U,-U,-0 (3.1255) 
利用 方程 式 €3.1252 "тшу bi £o ,nT РЈ ЖЕ ла By 77 Fa zH 2) RE 
(x y Ж?Н ЖОШ 31 А БЕ Ж, ХТ БУ SERE Я В НО, Зе E: 
АЧА HE, MEAR 5 2 Ж М, УЖЕ (23.124555 H 
БЕН ng 38 EF T: 

ГК: Kss К,, 0 ын 

К з Ку, К зе К зз 


3.1250} 


| 对称 к, 
(Әз ( 20,000, 
[Us| | — 12,000 | 

x {н} = 1 —20,000 | (3.125) 
Us | - 10,000 


Ua L 0 
«те АТЫҢ F ПА ВУ y PE sk Pt ОН Ч ХОЛ НОЈЕ PE 
By R. BE иер 


Qi 12,0000 Ki; Ка Ка, 0 0 4 
jo |-| 0 n К,,» Ка К,, К,, Къв | X 
QU Ü Ü 0 Ü Kas А,; 
(21 
U, 
x MI (3.127) 
v. | 
Lu. 


方程 式 【3.126》 和 《3.127)》 斌 以 用 来 求 得 所 讨论 问题 的 全 
部 未 知 垃 穆 及 力 。 ји (іл 2, ВЖ 


U,-0.03858 Us= —0.2808 0,=0.01214 (4 428) 
= —0,1103 — Б,- — 0.02752 i 


w, ОМИ във? Наз. 13。 应 该 注意 ,问题 的 精确 解 
ЈЕ ЖЕ Е БА РА. ИЖЕ УИ СРОК ЕЕЕ E AS Ж ВЕ 
Ер. Вар НЕ A R ODE ETT НЕ 


М10,5 X 1071) 


93.13 ИКС ВЗ. ВТУ WE PS Н (322384 6315-2568 3. S. 12) 


{13,4 WRES. ЛАЙЫ ЖЕЉУ НЕ „ЕН iu 396 ЈЕ DEF] ES 4" 
а. ЛЕХ, 


Г 0.015625 -0.375 — 0.018625 -0.3757 


T -0.375 12.0 0.375 6.0 

-0,015635 0.875 0.015025 0.375 

L ~ 0.375 8.0 0.375 12 0.1 
(9273 
фе | 
Lov J 


+ 27. 


Г 0.00463 -0.1567 -0.00463 -0.16677 
— 0.1667 8.0 0.1667 4.0 
-0.00463 0.1667 0.00463 0.1667 
Г-0.1667 4.0 0.1667 8.0- 

ДА \ 

| оо | 
(Е) (РА | es | 
(бој 


ГК?Л= БЕ] 


AP, fi. 
бо = саф, стаз fim) шинийн 


mý: У Hermiieff ін BE SE[ УЕ (3.970 1, 38133849, 5, 
(7559) -1-90.0, 1440.0, -210.0, —2180.0}7 


集合 方程 组 为 ， 


| 0.01563 — 0,375 | —0,01563 -0.375 0.0 0.0 Өл 
12.0 | НЬ 0,375 0 ди 0.0 0.0 | | Us 

EI 0,020253 0,2083 — 0.00463 — 0.1667 | Us » 
25,0 (.186T 4.0 | 47, 

0.00463 0.1887 ; 
8.0 d Ca 


жа - 20.0 |+ 
1440.0 | Qii' + 0: 
一 210,0 
Qi? 
— 2180,05 / 
Qo 


ЗЕЯ US E, ЗЕТЕ ФЕЈ РОБ, 
a за, =0 02740127-0 ОНО а) 02-00 x9 
Ёт K еи, Иа, Ив, Ил йї4х A 方程 组 《此 处 未 列 出 )。 
解 此 方程 组 得 ， 
« 147 • 


3015 210 15 


) 21650 ]Ib + ft 


о» 


(e) 


3.14 具有 不 连续 荷载 的 二 臂 漆 的 石 限 元 分析: (0 БІЗІҢ шіз (b) 
Жыл НЫН мастан, Сс) НЛО И УЛ ЖА: 


_ 10° Б 104 n 108 
а= — 0. 192 ер U, -0,172-рү- С. = 0.858 г 
E 104 
U, 一 Ü . 99-ЕГ 
此 问题 的 精确 解 为 ; 
| E - 1200z* + 503:5 ] ре ха АН 
wir) = 


мар y3 8.49 fpa М 
gr | - 120022 + 5049 - (2-4) 


if mm 111 йл 


W БОШ, EMEEN. ТЕЗ АЕ ЛУ ЖЕЛТ y НЕ ЛЕ ДЕТИ гр 
Hj. 


. 148 • 


{Ез ЗИ кран, АН ИИ Sñ sú ЕНІН А yú 5 PË BA 
ОТЕЛИ ELT УЕ A8 26 705 РАЈ най Эг И 

LERHAA P, за ЕТЕ И ВЕ ра ын РА Tü АВ Въ 
ЧДУ ЖЕ ЕК, ЖІК СОР 1 
НАЛ (HARD НН, а ШАА} ЈА жа 
A. ШАРА ДИБ ЊЕ, МЛ А pn Ел РАЛЕ ЕМІ 
52 Шар СО, 3.44 Р 3. 14) ЛЕЗ {е Ч. ТИ, С # m] gi 
ВУ М 21 ИК ЛЕ БЇ YE hk [ИЛ WL WARE L НЕ НИЙ, TERT, 
T] БАВЕ H] ЭЛ li — ДЕ АН ЕТТ ВЕЛИ эн ЛАЛЕ ЕЈ И sa 79 BU E 
По | 

2.15 $ 3-258331 $ 3-33Р ЭГ Н ИЛЬ КЕ Е, ЛИРА 
важен Б-Г, Bl. xx Y Bi И 55 ГАН 22 2)--2-24 
ел, "CHORO Bx. БР НЕ И Мн НЕ (н, м, 6), 
ЖАЙ G6 TE ТЫЛ ЗАҢ АРАЛЫ TE р ЗАЛ ШАТ НЫ TTA 
ЖИН ЕЛИ By. ХЁН ЭС ВАСИ НЕ ЭНРЕ, TTDL IH HR 4 — 
КЕРЕ UC i ЛЭН ЖОНУ SS pG ЈЕ PERU ВИ РИ, гї 
рну Жао Хо НЕ, ЖІ 202028 5: 


ми. 0 Ü 一 此 Ü 97 
| 0 6 —3h 0 -6 —зһ! 
25: 0 -3й 282 ù үн А? | 
СК = | У | 
1 cH 0 0 и Ü Ü | 
| 0 -6 3 | 
L 0 -af h: 0 3k оа: 
лын . (3.129) 


ТЕК. 3 У y РЕШЕ ИИ Нн CDU pedum] BD xx Eng di oe 6c 
УРАДЕ ЕЈ ДИЈЕ] P САРАН ҒА» ЖӘЕ), ИН, ЖЕНЕ 
бХ Ра ХН ЛБ Ий 8 А ЈЕ РЈ Х9 АР, ЊЕ ЛА ЖІ. xt НИЕ т 
ПАЉЕЊЕ ФУ ЈЕ и fBHEBSBESRIEOL. КА АУА ри зе да К ЛЕМ НЕ ЈЕ РЕ 
Fis 

а 149.» 


一 一 “一 一 -rr 一 -一 · 3 5 “一 


ucos? a + 6812 a 


Си — 6)cosesinz изт? c + 6cos* а 
гКеој= 2EI ahsina 一 3hcosa 
h — (исов?а + 6511" в) - (n. — ба шесоза 
- (u — 6)созайпа — (usin* а + бсоз? а) 
И ahsing 一 Зисова 
] 
2h* 对称 的 


一 Запа peta + 6872 
апсова (и бісәвевіпа usin*ta + бсозга 
h? 一 8hsina Зисовж 28А? | 
(3,130) 
请 读者 目 己 验证 此 结果 ， 江 求 出 相应 的 力 向 量 。 


2) 题 


3.35—3.46 对 可 题 3.35 圣 习题 3. 和 6 前 图 中 所 示 的 梁 问 题 ， 
БОЛН, 

(а) ЖАН HE 4B ERR ЖЕ | 

(b) 指定 的 总 的 位 称 反 力 ， 以 及 平衡 条 件 。 

(с) ЗАВ НЛА СГУ» МАЕ (ШП 

ма» ПЕЊЕ ЋЕ, 

ЭЖ X HER КЕН Ва, MERA ILE ОН Сгатег 2: Wi; 

Ва Ж САНУ. ДЕЕ ЕР АЕ артар Е, ЕНЕ 


Н Бер 
Бу Ли 
2 НАШИ кше = 
Би ел in 


F— 0.56 had = I. 


23:813, 3513 EJ 
я 150 е 


7, fos 10000 Мт 
НІН ШІН 
— 5 m— 5 mn— 

#1= 2 X 105 мет? зА 

51813. 36 НУ РА 


Fs 
= 常数 


ғ ћ =(1 „БУ 


— ж 
— 
mc ж xc e 
ЯЗ. 37 的 图 
А = 5005 Ег-108 » ва | 


ЖОЗЕ х-3Л 


ET Жан Din: 7 
ACE х=5 处 时 
2j 3, 398 EE] 
Ер 


„е ХЕ xz & 
习题 3,40 的 图 
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лу | RAN 
VENERE AN 


2000 |b 


: — ' — KTFF T 

= | -—— 8' — 一 一 | 

上 3 +] Ja = 100 Ibi Ей Ж 
хз. 411; [5 


_ „ TY 
Ju) = fo sin — 


E? = Ж 
一 一 - —— А 
“£ 4? 
点 C 在 xh д 
习题 3.42 的 图 
400 N/m 2409 N s 


26-3 mT 


Е! = 207х107 м. "m? 


习题 3.43 的 图 


„5с 1b7ít 


Elm ЖЖ 


可 是 3.44 的 图 


фо = 560 Мт 


5т——=®——5т-——={——5——=] 
ЕРз 常数 
ЕСЖ х= 5 m ДЕ 
21813. «5j El 


10,000 15 


£= 常数 вэ 
хас ЇЕ «4175 АҚ 


2j 883. авиа 
3.47 5883. 147 BE Ero ET EE ИЕ sñ E ОН SE E ED ЕПН — s 
ЗЕ ЛК, ТЕЗЕ TET UE ЕЛЕУ ЕСІБГІп), Ве É Ju 45 9011 x АЕ 
rH ip НІНЕН, Е = БІЛІЗСІБ/Ііп) LER: БЛ 
иж, SIEH ri Е, ТЕШ ЕН Hx. ЈЕ АЈ S= — ew) 
= — kv] 


и fa Бли 


2j 88 3.47 [1] E] 
3,48 MATAELE БОНИЖЕ Е ВХА) 承受 均 名 荷载 的 简 
支 深 。 用 一 个 单元 的 楼 型 确定 跨度 中 点 处 КУ. HOL—I1, E, 


- 1, је Аг hL 
· 153 + 


3.49 ЛЗ SE НЕРВ PES РЕ ЈЕ Ж BS ph p ВЕР ЯН Яа. НОВ! 
HEA: 


dw NAE 


р,, dw _ 
" i| - Di; © REC tr > e rro 


аск<В 


Зин, D i TID, ВОЕНЕН ВЕСТА ОУ И а 
(a) 在 一 个 典型 单元 上 的 方程 的 变 分 公式 。 
(0 形 如 下面 形式 的 有 限 元 公式 
СЕ шере {F} 
БТ ШТ] ER ҮН Zo УРИЈ ЭН ЇН БЕГ, 
3.50。 把 习题 3.49 的 徽 分 方程 改写 成 下 列 形 式 。 


el дол мо 1+1=0 
-DM + Бу,М, =0 
l4» рам, + Di,M,0 
хир | 
Шилэн Ретра?и 


Dis 
Ві: Dii Ю | 


БЭР», МЕМ, ЭЭ Н FH Er hj i Л Л. 
3.51 ЛЭН 3.49ЁГЛ1Ё 8 S K AES НЕ ЕНИ 
ВА ERI Т = 0.3) [BL EC [и] ER. | 
3,52 研究 四 次 方程 (3.86) 及 其 焉 分 公式 (3.90)。 人 假设 使 用 
一 个 每 节 感 姓 具 有 三 个 初 铺 变量 си) НТ 单元 ， 


6-22, В = м/т, ШНА mp sd С Hermite) м, 


= (288 ~ 20х81? + 30=rth —12x^)5/2h* 
ф,= (2hšz— 1224862 + 16х4 — 6х°һ)/2ЁА°* 
фз = (2295 — 3r?h* + 3r*h? — x?R?)/2Bb" 


а 154 • 


Ч4,50(-202115-302:3Н- 1225 )/205 
Ys = 8А — 14 3h2 + Broh) ње 
Be = (ЗА * ди“ + rh 
Ан, Я ЈЕ ЛАЖЕ ТАК BJ Ве ло ЧА Pn. НН, 
3,53—3,58 №23, 3522 2] 3. 58 69 Т eg d aE ГДАЙ, 
VA E As 
(а) АДУ АННЕ СЯР B 71 pp ER I НВ} = [Ро] 
х{Ё уж, АР» 
(b) Ар, 
(с) RUA RE GD R ЕДЕН EF УУ ЖЕ, 
Же ОВИ ЛЕ Вет ар jH ЖІ ІЗ 


[A] [03 | ва sina 0. 
ET] — | | ГА] = | — БІП Со: Ü | 
[0] ГА] 0 0 1 


РН, со азай И СІНІК xl БЕ RE E] Br). 


и 
习题 3.53 的 阿 


5 Кърк! 


6 
7 Ш : | я | | | 
а EA 
3.5580 ЗЕ. 564 BH 


а [55 е 


= 


21413. 57 1 |4 3] RE 3.580 А 


5-4 ЗАВЕЛА е? 


3-4-1 ШИ 

-4 85 кін Fiore ЕРУ pa 22: пер = РЕЖ 
原因 ， 

1. да, РНЕ. 

2. 求 积 和 和 有限 的 运算 误差 ,由 于 积分 的 数 信 计算 以 及 计算 机 
站 数值 计算 产 乍 的 误差 。 

3. ии. 由 于 近 亿 解法 产生 的 误差。 

在 本 人 竟 讨 论 的 一 维 问题 中 ,所 考 霸 的 域 为 直线 。 阿 此， 不 看 
在 域 的 近 岂 问题 。 在 非 矩 形 域 的 二 维 问 题 中 ， 域 (或 边界 ?近似 性 
рз ЖИН БЫР, Я, Боя ПРИ Е ЗЕ 
REFERS, РА ЖЕЛЕ ЖЕДЕ НЕЕ Енох 21 784 
жн. НХ иван мир, Ве НЕ, МА, ЭЛ 
Аминт арја 88 Gn Y m, 

МЕИ ЕОНЛЭЛЧ ROGA SEM, (RN UR Z: fi H SOMME 
ЗРЕО ЭЕ ве А ЕН. ИО НЕ ДА ЖОЛЫ ДУШ 
екін іт к, КА wa ES BEY (UL РЕГИ ДЕ JS. 

ЖЕ ЇЇ Р, ШАРНА іі AT oT IS ИНЭЭ, Ж 
PAE Ја] ЖЛ ЖЕЙ, йо Аа ЕН, 


4 156“ 


ии, = х > иең 


M 


= У Ик, (3.131) 
i.. | 


XB. NARA НН ВА ЈИ ЖЕ, MAART RAA, пур 
НОУ №. КПМ Тахир, НЕНЩ IRSE 
Бо м--н, ДЕ HH Tal ВВ та RJ Жа rp ioo Ж НА nmi ae TER. 

142 误差 的 各 种 度量 方法 

A Л, ЕН НЕ ВЕРЫ Е Ва Shu Пи, ЗЕ” С 的 方法 。 逐 
ЕУІ Em АЈЫ и, 2 ЗЕ, 我 们 也 可 以 将 4 和 ts 之 差 定义 
JRR = (а, Orp uiu ЭН ЕЈ НЕ Xx ii: 


Ii — и, | max |u(z)— мао). (3.132) 


ПЕРЈА ВЕНЕ ЋЕТЕ ВК НЕ ХК МАНЕ (Supmetric), НА ВК 
МЕЗЕ ЭХ, ПО Rá ЕЕ, ТЕЛЕГЕЙ ДИЗЕ КРИД Ар pk ЙУ с 

[E ое pq Э-Э БН 5 RJ ВУ НЕ Pa ЛҮҮ С pk Wa, Жу) BEL, ЭХЭ СВЕТЕ 
1.7 $6 9: УЗИ BB HR YO X „Ж T ЛЕКА = (2,55 F ХИЛА К ur Жі 
Ран Пн, 这 两 个 范 数 定义 为 ， 


h 172 
о uui = {| u-u de} (3.133) 


du аб. КАШ 


са rb v (3,1245 


сини (ин ff E 


ЗЭР, 2m 1482) 77 Fe NJ РК Ur. ВЕБ — ВО Рт 
ERE ВУ ELTA K ЙЕН (XT XA 3 [al EB ° Z z НЕ 
я» ЖІ AMA ра как РА B As А] E 方法 划 图 3.15a 
Пя. Жн V n D) ЕН ЫССЫ — PF bak [a| BR ç 
HR pL ОБТ 
kayka -chp ХЇР2-0 (3.135) 
ЗОВ, с. итн ЕРГЕ, Нд EAERI ЮВЕ, MÆ Ret 
$E, Жіраса Јури ВИА Зу БЕШИ РЕМ, Та МРАК ВИ ~ 
• 157 • 


3-4-3 ERIH E 


回 天 估算 近似 性 的 误差 这 个 问题 上 来 ,我 们 研究 第 2m 次 的 一 


维 微分 方程 式 (m= 1 为 二 次 方程 式 ，m = 2 为 四 次 方程 式 )， 


ш а d'u 
PIS ди (ai те) Боа Ў 


н, а (ха, ст, ЕВЕ #1 [a| BH АЛ. А. А FF ЗА 


uix 
ш, (х) 


mi ХЭ 
Г L: WO. ОН ЕЁ) 


log ДеП, 


log Їл Тов e; Ф2юаЛ | 
БЕЙ 


log Пей, = log G; + iog А 


Тов А 


(р) 


3.15 MWA PB ф 238 6. ВЕНЕ 7) ҘА. 
«азр | нн, 2 22 BERE. 


Со) Бүхэн E; БЕШ E ПО а 5 АХ. 320 ЖЕ ES 
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UM "= 1,2 (3.137) 
du 


qs 60 =: аи ту uo т= 2 (3,138) 
Jr 23352,1360 — (3.1380 HIE 2 2 Ж) 
- МӨС S -oa 四 aa (3.139) 


TH LT AE АН: АЗ 
Ки) = [5 НРС (= ) 1е- |, и/4х (3.1402 


ВИ ТЕЗГЕ HN ЕКА Ра пр БОЯ ТІН EB Sú Pa WEBB S. 
如 时 mr 表示 方程 式 (3.131) 中 有 限 元 的 解 ， 由 方程 式 (3.1407 有 。 


1 1 2 1. 
Ки = | + les - [ выдав (3.1413 


к ЖП ЖЕНЕ ӘН л.  Н ЕНЕ ІЛ E Ж 的 真实 
ва, Анам ЕЕ. 0 ГАА А, ИЗИ АУУ 
fea (m = 12. 

НО А 3.140) 3.141 以 及 


гі 
f = -2 (a, 2) 


Чик! 


cu. 2 
ки, - Ки) = | 3 ALT - 401 5%) + 2fCu = ил) |а 


dioe ven 
4 (а 5: = )си– и) da 


БИ) 9) | 


ана, _ 
+917764 нь) ГЕ 


e 152 + 


j duy” du ,dudu 
ü ову + 4 5 lx du o 


= а йн, _ аи "dau 2. 
- | ЖЕЛЕК. (3.122) 


由 此 可 得 ， 

Ки) (3.143) 
此 等 式 具 对 #4 = 二 成 立 。 方 程式 (3.143) 意 味 着 如 果 在 每 一 点 上 它 
e, MA PRT IRA EAT ERMAT iE HAANEN 
(3.143 И ЈА ХЕ на НЭР, ЛЯВ КАВАЛА BB НЕЕ fra Е 
IERA М. ХР ИЦ И (тео), ПРЕ А Ауе 3, 

EE [БЕ БЕЗ IM SG BS 184 РЖ, (1 — 1,2, ,MM,) 是 Rk 次 的 完全 
á Nu. НГ PI РЕНН BEER ЖЕЛІНЕ EL 455 1: 

Пе == |u — urle сей p=R+1l1-m2>0 (3.1440 
ир, с 8k. < h ЭЛЕЕ +? BE ИЛИ R EX эт жи по, 
PS 25 Fr 5 j Ра. Жану, ERA PRA ЈОЖЕ] 对 数 
是 一 条 斜率 为 R+ 1 — n Р ХА. ШРИ ВЕ, кани 
Еди. ЖЕМЕ, ПЕШ МОЗ К + 1 тру  НБ/ (52858, ЖЕ, 
ўз, ЖЕН ЕЗ ТЫ НЕ, Вукан ее ния, 
ЧСК Л ЖД БРИ 818) „ 

Эт Жез 3.1441: Ж эр) p ie 25 £5  ЛОВЯ ЈА ШЧ, ЭЛ ЖИП 
ЖЕТТИН ТЕЗЕ}, св Ви {ШЕРНЕ НЫНЕ 5. cu vem EAS IB 
4 НА эй АМЕН ИНК ЕЕЕ. ЭЕТ БАГ НЫ НІ 
БЭЕЭ РАНО ХИ о ЛАЗЕ Sk. НЕЗ, WD R Aí p Db Y 
AAI T SK АА aji АА RJ ЭЭЖ Rey BE АЈ, 

JE 29 453 5 3144 Е ШИНЭ, ас 
жот- 1) 的 线性 (二 节点 ) 单 元 ， 对 于 一 个 单元 有 ， 

н„=ну(1—5)+ 4,5 (3.1455 
ЗОВ, 5=2/ћ, A АЕ ba, ји, РБ ЕД КВ. 145) ћи) 
НО, Жен. TET ТЭ ЛЭГ Бе Та у ог ЖАН; 

жи кир + o (3,145) 


. 160. 


Ари = du 745, КРАНА ЭХ С3. 145119 


u= шу аве уша + (3.147) 


А Таупог в МЕТЕ ТУ КА 1 Ab Eg EC SETTE ЛЕ dF Ра 


мэ (3.148) 


НЕ, УК. 14721 3.148), 


-- ПЕРУ ЈЕ 
ju, - ui ees — stymax |29] 
maza rl 15 * 
ci z 
-gGciod шах т| (3.149) 
TH 
iu 
С -н) < 2 тах а | (3,1505 


Е 3.149 ДИ C3. 150) h 
пи —u,ly «eh? 和 | — sich (3.1513 
зин, ще, с. ЯМ T Pk PU JS EE L. 
Wi ЖШ УК ЈУ ЖЕ ЕАН ELA ра 225} r , 
$3.5 X Y ESE ЛА 151) ЗЕ, Rilke 
-тяй. EDAEN: 
4 _ 
cx 


и(0)-014(17-0 
ЖЕЛІ WE TU A TI ZG IET 23 ; 


u(x)-z(il—mr) (8.152) 
H (z) («сг 
N=2, н, = И (3.158a) 
hi(2—4-) Фалон 


+ 16] e 


2в* (=) 0<<т<<һ 


Г 
N= 3, "E 2 (2— у) 2 (р-1) herk 
фи! -+) 2h = r= 3h 
(3.1535) 
sh? (=) 0<<т<сһ 


( 
| 832(2--)8484(1-1) пао 
à | 


(3.1535) 
ЯҒ ЕСЕННІҢ, ЗУ (h= 0,5). 


lu — 412 =} (с-а пуа | (ее де 212 


жай) ая 0.002083 
ЕЕ du _ ди; | 
dz во 


h 
= (1 да –ћ)га и + |, (1-2:--НУ ах 
Ч 


=0.08333 (3.154) 
IPN = 3 和 N= 4 的 情 癌 ， 可 以 进行 类 似 的 计算 。 下 表 列 出 六 = 2, 
3 和 4 时 的 误差 ; 


h 1061008 ХАГ 10Ё 1016  с пе: log; еі 
1. – 0.301 0.04564 — 1.341 0,2887 — 0,5396 
+ — 0.477 0.02028 -1.893 0.1925 - 0.7157 
+ – 0.601 0.01141 -1.943 0.1443 — 0.8406 


ређе | ов!е |, ЕПовв H] Ж ЗЕ BB СЕ 2.1555, 
« 152» 


Тоя |211, = 210рӣ + loge, (3.155) 
log[ el , = logh + logc, 
10111838, 88 НЕ ас. 151 ТЫ, EL A 中 有 限 元 
A RW SE RRA, ПОЗЕ НЕ ie СЭЭР Л 1. 

Жн НАН НЕНІҢ ЕН £O OIL HERE OG. НН 
жал ИП H АЕ Та, УНЫ лалы, RARER НХ dt J ЖЕ Th BJ 
Тассо. НОЖ 5 ЖЭЛ Л ЕЯПН, той АИИ. 
有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 Ciarlet(19787 和 Mitchell 和 Wait (1977). 
Oden 和 Reddy(1976) 以 及 Strang 和 Fix(1973) 等 人 的 文章 ( 见 第 一 
章 的 参考 文献 )。 


“4-5 与 时 间 有 关 的 问题 


3-5-1 概述 
本 节 讨 论 与 诗 间 有 关 的 一 维 问题 的 腿 元 公式 。 作 为 一 个 标 
准 的 问题 ， 我 们 讨论 下 列 和 个 分 方程 式 : 


os È (ибн), 2 


ET, ai* 


(3.156) 

EHRE. АН ЊЕ ИЈАН SB жк (Wc, = b= а 
с -6- ЯД са = ат 0 а, ЈАП. СОРИ ЫЗ sk 28 
索 的 横向 和 运动、 社 件 的 纵向 运动 以 及 时 片 的 得 度 用 时 变化 等 。 四 
深 问 题 包 揪 求 梁 的 横向 运动。 在 下 机 各 节 中 ， 我 们 和 将 讨论 方程 式 
(3.1560 ЕЕ МЕИ зе, М М 2-3-А3 АНК Ау АЕ 
数 的 全 离散 式 。 
3-5-2 МНЕ 

ЭВ РУ у Bis ELSE И = [В] ДЕ dS pe EN, ЗЕЛ | Ej ӨС 
БАН» ЯН]. 95—20 МЕҢ 2850, ГНА. 
XD (3.158), WA 53 ОЕ АЈ ЈА ЈЕ 3-29 АУРЕ АУ: (24 
b=0 时 》, 也 可 以 是 3-3 节 中 的 深 单 元 ( 当 4 = 08), 


. 153» 


-Oo 


ЖАТТАР КН ЗЕ Я-А ОНА ИНИ, хар 


tes ди даи ди а раби 1 r, 
= ole Зо. 2 H Оба Ро + f la 
0 г МЕТ 912 дє az) Qa 522) / 


= | "(сода ал обе + ыы? ој уда 
а а pO хит ел а зім хом Ж gyi 
kuk а ба LL 


2p ди М доди pA одати 
|| СА сад ға аа. РЯ +vf ја» 


x и 


~ Ого, ) оге 12 -04 - 49 (2) | 


-0.І - ааа) | (3.157) 


式 中 ， 2253.85) ВО, =0,90, =0,, 而 om OEN 
Жа 


о-о о] 


О, = [а асе 23 (ИЕ (3.158) 


心 


其 次 ， 汽 们 假设 4 用 下 面 形 式 的 表述 式 进 行 搬 档 ; 
и = S uo.) (3,1595 


ЗОН, 345 = 08101 са ЕР jr, ја =ci=0HhHfr=43; 9,75 
ЯН Ea had d. 方程 式 (3.159) ДЕРЕ ЯТ ТЕЛЕЕ Ach WE EI 
АУЕ 21, жал ПГ БА 9 В zB БОЛ ЭР ВН Ее 
Тва 2 ЕА За те о FAI ра „нн [н] 0 (8) 25412523 
НУ. ЕВА, ruft np ар 81564 44813327 B5 i& 8 58 (81, 
АВЕ K ОИ НА. о = Е (3.159) 代入 方程 
式 43.157) 得 ， 
- 164. 


о= | “(сай хі T rei 2 p 


ау; du; n d? ЫН - аар 
taqa ZU ry E 2, үг, БЭХ: 


ГМ и) + [МР На) + (СК + ЕК {u}= (Ер (3.1602 
xtd 
ма, 2272 M КЕЛІ 


| Жал diy ; s [uud yid s. 
Ki = [7 мет det” къ, = [| b d dz: 91: 
F; = -| T uda Q; (3,161) 
这 样 就 完成 了 单元 上 方程 式 (3.156) пур НУ А Eg G А-А BJ HE 


LP 
3-5-3 时 间 的 近似 性 

作为 一 个 特殊 情况 ， 方 程式 53.160) 包 含 方 程式 (2.123) 和 
‘2.124) 中 那 种 形式 的 方程 式 。 因 此 ， 对 于 情 Я 16. = 030346 882 
C, =0 的 两 种 情况 ， 方 程式 (3.1860) 的 时 间 近 们 方法 可 按 2-3-4 节 
中 说 明 的 同样 办 法 进行 。 汶 了 完整 起 见 ， 我 们 将 主要 步骤 加 以 重 
A i. 

情况 1 -由 方程 式 (3.160}) 有 ， 

EM! (и) + ГК Ци) = ТЕ) (3.162) 

ЖЕНИЛ ТА 2127 НАЖИВО, ПАРЕ 3,162) 写成 一 组 
Hi ЕРЕ ЈЕ SE ZR BI ZEE ЛЕА 0177523 2,6 2.130018 


ГА нула = {F} (3,182a) 
жан 
ІКІЛе«|МІ1-ӨАҒКІ 
(FP SOM!3- C -DALK D {u}, (3.1635) 
+ АВР}... HCI OF) 


* 105 • 


ДЕ ИИ о 方程 式 (3. 163 АА SE UB ЖЧ ВЪН. 
FHASA, МАО И АИ И ЕУ pi РЕЛ АНОН АЈ Ж f 


H LRR F }， 要 求知 道 初始 条 件 (u), 和 {FE} 的 时 间 变 化 . 注 
意 ， 当 9 = ОНГА јерм), МЕРЕ CM' J 是 对 НА 
即 昔 元 的 质量 询 等 地 集中 于 单元 的 节点 上 村) 7E FEX (3.163) 2E 
Ж р, пи), -1 直接 求解 。 

fimo 方程 式 (3.160) 的 形式 为 ; 

ГМ? (а) + EK Ни) = CF), (3.164) 
OS ЛЭГ ЭХ (2. 124), ТЕЛУ ВЕК. 1640 ЖИ Newmark Ес 
积分 法 [ 即 方 程式 (2.152)]J 时 ， 得 

СЁ Ци) га = CF 2) (3. 1652) 
3X, rH 

СЁ 1-1К1--а6ГМ21 (3.1656) 

(F2) S(F),., + LM? Xa, (u), на (у, 44:19). 
а, 41, РЕЉА (2.1550. PENA S3. MEE, JEA 
(3.165) 对 一 个 典型 的 单元 是 有 将 的 。 注 意 ， 为 了 计算 (АЈ 


г Е), EREA Euh, Са}, Mitho WE ERNI 
And. ОЙН ARAL. 16491328: 
(8), SEM? ДР) - ГК (и јр) (3.166) 
HRES UR БЕЛ вр ЕРЕ aj ЭСЭЭ ЭГЧИЙН ІНІ. 
$3.6 НЯ ТОМЕ НЫЕ Ф, Жа=1, 0-0, с, 
-1, с, = ОЯ = 0。 对 于 线性 单元 (>= 2)， 方 程式 (3.162) 的 形 


29. 
Ра idu 


AB, Ил: Я ЛНУ В 
对 于 一 个 单元 的 槛 型 ， 有 下 =]1 及 
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|| 
roma Sam 


& - _ 
| а h> в h ил? 1 
h ОА h ,0At 11 зах 
一 一 一 一 + и 
l6 А 3 h | 


Ë НР ил + (= + "и; + ИМ 
J Rh bAt 


(3.188) 
h бА? л ^ 
6 “БЭХ (Ена из + АРЗ 
НИ ЖАИА. 
н1=0 P; =0 ХМЕЧИЈНЈ,е.,::>0) 
цүзиз-і ЖЕ а (3,169) 


Бо =0.5 和 At =0.05, ИЖ, 
[2.3583 пе _ [0.308347 +6, 1913ы* 70.093] 


0.1416 0.3583-u;'! 0.191347 +0. 3083и" 
或 
мезі 0.5983,. — 0 8604541 (3.170) 


0,2083 
ТІНЕ, АЗАЛ Ы. ЕЗ 24 = 1 和 边 
Жиі = ОЖ Ы Я НОСАТ 0 38 0 МИЕ, A f SORTS 
ЫЖ, ЯВЖ НЕ АРЛА ВНЕ НЯЛХ АСНУ ЈУ AJ) ER. ЕТЕ £x 
性 和 二 次 两 种 单元 的 不 均 习 网 格 被 采用 ， 


EI S Wk I; Ys Ta Td Xs Ig X; Ка Ха 
AC 0.0 0,2 1,0 

442) 0.0 0.2 0.5 0.75 1.0 

6632 0,0 0.1 0.2 0.95 0.5 0,178 1,8 

804) 0.0 0.1 0.2 0,35 0.5 0,5 0 „75 Ит 1,0 


ЭК —— ЖАНЕ СК ЭХЕ, xP F B SA BJ a] ЇН] 
БАЛ 200 14 (1,40 的 结果 列 在 表 3.4 中 。 БИЙ Br e ІЗ 
(2.150) НИ, 8-0,5Ж.Ағ =0.025 时 的 结果 最 好 。 
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- 一 -一 — -一 一 一 


- 3.4 пат. SPS. НЭРЖ! 22 бе ОЈ Из бин ВЕ ІЗ ЖЕ UN 


ЇР 


ЇЗ f и, 2 4 


D.Z 0.7723 0.5128 0.7614 0 


0,4 0.1745 0.4670 0.4648 
0,6 0.2387 0,2626 0,2822 
0.8 8.1758 0.1493 0.1711 
1.90 9.1080 0.0848 0,1037 


-...таллша--тиала..-- 


1 


0.2 C.TT23 0.8129 0.7673 
0,4 0.4745 0.365627 0.358683 
0.5 0.2897 0,2632 0.2823 
DB 0,1769 G.1497 0,1715 
1,0 0,1080 0,0851 2.1040 


2 


= = -– – 


0.3 0.7725 0,2214 0.7724 
0,4 0,4742 0,4730 0,4747 
0,0 Q,2397 0.2720 0.2904 
0,8 0.1769 0,1264 0.1776 
1.0 0,1080 0,0595 0.1086 


----тығ-ғ---------ғ ч-4-----ғ--- г -- -ruru 


0.2 0,7723 0,8 7D 0,7697 
0.4 0,4745 0.4682 0.4708 
0,0 0.2897 0.2677 0,260 
С.З 0,1769 0,1535 0.1747 
1.0 0,1080 9,0877 0.1064 


5 


4 


急性 单元 


-----к-----------ч-на----.-..-......4...-.4--. 


Ё B 2 


„17738 0.7400 0.1619 0,7632 


Q. 


—. wk ль 


4 


4 


7734 0.7132 


0,4736 0,4771 0.46568 0,4710 0.343736 041741 
0.2807 0,3242 0,2837 0.25385 0,2873 0.2890 
0,1143 0,1164 


0.1735 0,2360 0.1125 0.1761 


--а----- ---- --- ---- - -- - - - аа” — -- - - = - - - 


0.4Т21 0.4775 0,4572 0.4739 


Jalana 0,7363 0.1728 0.1765 
9 „1957 


--- на -- -- ~ + - - 


0,1863 0,1051 0.1077 0 


-dr 


0.1051 人 


+ 


АР 


1076 


«17880 D,T728 0.7710 041128 
„41740 0,4741 
0.2870 0,3244 0.7241 0.2882 0,2890 0,2894 
1767 0.1767 
1079 0.1079 


0,7805 0,1465 0.7744 0.7768 0.7779 0,7773 
0.4811 0.4851 0.4754 0.4820 0,4825 0,4325 


0,234856 0,3311 0.72916 0.239367 


0 


АТЇ 9.2871 


0,1804 0,2416 0,1789 0.1526 0.1829 0,1828 
0.1104 0.1902 0.1597 0.1124 0.1126 0,1126 


"-"-—rmhmir*-—-——mm--c-—--rp-:-----mrr 


-“---.--ғ-. 


mu. 


„7775 0,7436 0,7712 0,7747 0,7749 0,7744 
0.4772 0.4816 0.4715 0,4782 О.АТЕБ 0.4786 


0.9319 


0.1775 0.2390 0.1760 0.1797 


0 


0,8279 0.2881 0,2952 0.2935 0,2935, 
„1800 0,1800 
9.1082 0.1883 0.1075 0.1102 0.1103 0.1104 


-------л....ш 


с-та тшшш s 
= 


+4511; 8-0,5, ААЁ-0,06 
2, B -0,5, А-0.023 
4143, 0-0,55,^1—0,05 
та; G-O0.65,^£— 0.025 


13.7 4552 2.11"Р P pa ХЕ НЯ 1188 (51251 „а = 0,0 =1, 


е: =0, 
156 
— 22h 
54 
13k 


h 1 
420, 
|_ 


e 168 x 


о; = 1207 =0, ХРАНИ C. 
- 22h 

485 
- 13h 
~ ЗА? 


54 
— 138 

156 

22h 


13h... 
221 
23h | 


"E 


н, 


H. 


а. 


7 
ий! 


| 


= El 


ич een 


| й 


КЕС зад an h* би. (o, 

h| c sh в sh ји, “|9. 

Lh h зв лиг 
(3.1712 


ЕРЕК п И ЭВ = 0.5), XL УЕ ТЕ 
始 条 件 为 ， 


нН FH ЕН. =Ü ЯЛТА r= 0 (3.172) 
Jr . 
и. = 1 — 4 ^ 0.4145 н. = 0) 
1-0 (3.1735 
-- Қ и 对 
如， = 一 一 -23 ш 一 | 
У M аз 
383.5 HAARAMA x EE СШ 3.11» ERE EST B: Eh АЗИИ ЛЕ ОЛЖ МА 
#5 [B] 1] 
Galerkin ЊЕ #0 
At = 0.005 At- 0.0025 R.J [BI B ЖИЙ 9 Я 
f РЫ 4 2 4 Б СМ, РГ лд 
(2,159223 
0.01 0.2098 0.2097 0.20908 0.2097 0. 2097 0,2157. 
0.02 0,1930 0.1951 0,1850 9.1951 0.1951 0.1988 
0.03 0.1638 0.1698 0.1635 0.1696 2. 18 36 0,1716 
0.04 0.1347 0,1349 0.1345 0.1348 9,1348 0.1356 
0.05 0.0931 0.0935 0.0930 0,0232 0.0933 0.0925 
0.06 0,0482 0.2183 0.0480 0.20483 0.0483 0.0447 


0,07 0,0014 0.23017 0.0014 0. 0016 3.0016 | — 0.0055 
0,08 -0,0450 = 0,0455 -0,04584 -0.045848 —0.0458  — 0.05233 
0.09 -0.0023 — 0.0916 — 0.0928 - 9.0921 — 0.0920  — 0,1023 
0.10 -0.1341 = 0.1335 -0.1346  — 0.1341  — 0.1341]  — 0.1441 
0.11 = 0.1684 — 0.1682 -0,1685 - 0,1652 — 0.1681  —0,1733 
0.12 ~ 0.1932 — 0.1931  Á— 0.1932 – 0.1332 -0,1932 — 0.2034 
0.13 -0,2088  — 0.2087  —0.2089  — 0,2036  — 0,2086  — 0,2179 
0.14 -0.2150 -— 0.2148 -0,2154 .— 0.21582 — 0,2151 — 0.2211 
0,15 -0,2112 ~ 0,2110  — 0.2113  — G,2112 — U.2112 一 0.2129 


“ХОР DET 
ФАГ = 0,0025, Я-00,ОЖ18-40,25, Ж. 


4 4 - 
Чо 7 CAPE 91= Ag а„=1 с,„=0,=0,.541% 


考 虚 边界 条 性 (3.172)， 由 方程 式 (3.165) 有 : 
. 169. 


(Kaa -а,М,, )ukth=F = М (аи та: уә) R 74) 
"E BI ХЭЛ ТАНЫ Rua ЖЕ, 246 = АЕС Ви = 0223 


1568 4 _ 12 =. z ] 
Ёс: "САР: уз Ws ра ТҰРЫМ 110,932 


(3.175) 
.uicui-0.2146 
ЖЕНЕ [8] 7 Bs [83 ТЕ] а HL АС ВУ ёа с ЖОЕ ( >: E UE YR f h: 
的 有 限 元 解 ， 与 方程 式 (2.169) удаје 1 ӨНЕ, ЖЕДЕ 3.5 
中 ,两 种 和解 管 非常 接近 ,两 个 单元 的 解答 (At = 0.0025) 与 Galerkin 
ВЕНУ JE Eb 4 РЧ. 16 rn C hg 2.52, 


020 “ 


~ TT ЈАЈЕ 
0.04 0,085 0.12 9,15 0.40 0.24 0.18 


图 3.16 Паж am T тонери жена 
(2,169) Galerkin8 5; 358 л W РК) Н.С 
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>] Ый 


3.50 ВЕНДИШ ВЕЗА (3. МӘ НЕ Я 
|| zo w || 2 = св? 
ыр, САТУ, w АВ Hermite — {Н zü 19:51 5948 ЛИ, we [ub EOS 
精确 解 。 
3.60 MRE- Пиј ||| = – Врх ahir = И ЕН Ут Gm 
Lagrange 0328 51, жрк ЕНЕ ЈИ] ВУ ЛЕ ВА S ЖЕ: 
х = ГЕ + а(1- 62)1) 
АПА ЯУ А ЕВО ДОК ПАКЕТ ИЕ, ШІҢІЗЕе(-н-и,5 


са 
e h 
Пе 255 
Нея: ВБ uE EB 
т 
— = ах 22 
цал пера dË s 
55 БРЕ üE BH 
dšu 2 ..d*u du 
— = = — — из — H -— 
аъ Ба (1 — 285) гс € h$(1— 20828 gza 
d 1 d 


dr h(i-2a£) dE 

3.61 РАЗ. О ТИЈ bb AG ИМЕ. ARE лн ГВ1-АГА1| 
= ОПНЕ р ЕРЕН А, ХӨВ, ГАТАШ ВО Со. ЗІНЕ АО: PE 
САША Ия». ДЖ ЖЕ Л УРАНА > – 10R9 29.50. ЖНЖЕ 
{Ңң А/В? EISE. 

用 3-?-8 节 中 讨论 的 计算 机 程序 FEMI1D 解 习题 3.62~3.68。 

3.62 ЕЖЕ Sh IS i АОН АЛ НЕЕ Aa u/2r?- pa?u/at? 
0-02Х-0143 0, еже. ЕР, = 500mm, BB А = 1015, 
си РЕНА НЕЕ = 20000N/mm?, ЗИ р = 3,008(N.us2yymmi, ДУ {Р Л: 


wd БАЗЕ, ВЕТ, 
ат 


на ЕВЕ. 50А ТЕҢАЗАЛПАР- 0.0028584 ЖИВИ ЗИ 
t= 0,08hs 讨 沿 善 盾 性 方向 作为 位 置 函 数 的 位 移 图 。 
3.63 ОВ TF ESSE B E TD ВЕК ЊЕ ЊУ НУ 9 ЛУ Ју БЕК X, Myers 


e 17. 


187192 101211, 


x2 + 20 — ocX«1 
ДА 58 PF А 
Tip, 1-1 T <l, #)=0 
Tuis gb 
PGh,0 = 


采用 (ay4 个 、6 个 和 8 个 线性 单元 和 (by2 个 .3 个 利 { 个 二 次 单元 求解 此 问题 ， 
BEEF БАЛ: ВЕ ННІ Ни FE, 
3.64 ЖЕ ЫСЫТ, Ненси Зи 

f P sin ОЕТ 

P(t) - 4 T 
© ЕТ 

TERI Л С = ОПР РЕ >. ВЕРИЯ ЕЛЕ (ха DACI 

Нат 7116851961), 28—53 #2: 


sP „Г.8 一 тт 
Wwür,t) = “EF 2: sint sin" r 


5 ЭЛСЭЛТ )] «тт 


мг, Е) = 2Ра L? ХА zc іл 26 s ip E 


ЕТО Ї. 
Ғ./тусовблж/Ғ;».. T | 
х Е Tiji- 5.009 (2 231 Ж > +T 
= Н! 
T гл. 2L? А, „а 
@ 121 EI i 
РЯ: 


P = 102015, т= 20010555, L = 30in, 
Bub p-733x10^91b/in3, At= 10-68, 


РВ арх 本 时 的 方形 裁 面 ， реа ре ЭЛ Л, ЖЭ Ел A, 


нс = Lost p b ит. 
3.65 HC =s 14 ES Уа Ва, ШЗ. 64. 
3.66 ҢС-І/я S ya їл, Ня. 64. 


«.- 1722 


3.67 НЕЖИН, ЖА 1 3.64 БОЛА Т 
Je, IRAE БЕ НЕ НУ СЕН ЊЕ, 

3.68 ЖЕН 5 ЕН, 3.61. 

3.69 35K HI ФАЗ. oid e SE IP На ОЕ (HERD = 0.50UT. TRE 2) 3.61, 

3.70 У 3. 7 h Am RA Ж ЕЛЫ > 813. 610p P XB EJ А HEU (ÀK ap 
2 1) (Ж 19 Мем таг 2 £r Bs pr НЕ [Н ) 


5-6 等 参数 单元 和 数值 积分 


36-1 一 维 单元 的 概要 

在 讨论 等 参数 单元 酸 念 和 和 数 情 积分 方法 之 前 , 先 来 概括 3-2 9 
和 3-3 节 中 介绍 的 基本 单元 。 本 章 以 下 各 首 将 讨论 两 类 一 ` 维 这 倘 疝 
题 的 有 限 元 公式 : 

1 .一 次 微分 方程 式 ( 本 单元) 

2. БК ОО ВЕЗА R Ва 2) 
НЕ та TH Ве Да SG XE n m БИ, ВЧ ЖЕ 28 št то, 63-39 т АЕ „НЯ 
ғаты, РЫЖИЕ АЕ BOX uL Хь Ел 260 А, 
Lj P НЭЭС  Е, Ах. №, "ИЯ X АМБ ВЕ ЈА 
л и dU UP E xg ICE 97; Tz АВ Ei G PAS 

p. X tor Jr ЖЕ ЗАЛЕ А ЖЕН ЫН ОЗАЛ АД ЖЕ В ЯН s ЖЕ 
8, БРЕ ИД 38115551 2 РЕВЧ ЕН 59 ВИ ВАЊА] 
РА АЕ RE эу А SG RI ASS ВА X. ВРЕ (QU EIL ЕТЕЛ ДУЖ ЇЇ 
zi d ДЕ ЗЛ us ue кр НЕ 26 РЕ СЕП ДЕ Ји] ВИ ВОЛЕ Pr 3 PE ) ,3E 81 
播 初始 变量 和 次 恋 量 的 单元 不 变 状 态 。 后 面 的 要 求 保证 这 组 有 限 
元 手 值 函数 的 完整 性 ， 央 此 也 保证 了 收复 性 。 

ЕЗ. бы — ft — XX d VU IX ЖОҚ КИН ER ZG ФЕ Y 385. 
3-6-2 自然 坐标 5 或 标准 坐标 

率 节 中 ， 我 们 讨论 总 的 《或 问题 的 》 ЖАЗА > Ж SEA br Ж 
的 变 摘 式 。 在 局 部 坐标 系 中 ， 原 点 设 在 单元 的 中 氮 ， 旧 使 左 端 
{т је = 1 和 右 问 节点 的 上 = 1。 这 种 变换 是 用 
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一 


FE 


ЕЕ Ч 'zpj'à PII 


Tx 


Р пр C ер «гр 200 
zp( 87224 “р мар фур 2). (n 


(0) 517) Хүнс 


aapt аг зул 

про 50° HERE 

То TGE) Теа] 

Кате TER) Ве а 
(5) o- coan- ( Эрт oeaan- 


- тр ZP рр үр 
smaa ( o) (5 ) 与 


ала 


теше ра = а 


uc Casta гарга [= ы 
АРЫГ й | dii 


rx 


ГА! Tp GP - T 
өр (os ias NE. 
idi tie immo y Xu Yu Et 
wo? "iux 
Ku 
n ХЕ ШЕ iE ETE 
тр " | P. _ = 
a? ) "а (> ) 
(зат 一 
бра’ -тр| fa- вао+ EE E | NE LT A 
faras (го) -- КҮТ И 


HLT ЕНІ 


一 一 一 一 oao 


ико PS | sg 
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“FE 


ET E = (607 


aY Ц00 аче- 951 ~ sayt HU фу yE- i: 
| уе 9ST УТ 10 |, yg 92 bs: EN 
| oE- То WP 4008-0140 Jago yE 24 ge- |» БЕР 
| уер TS Щ@- UD. yg- BE- y$- pE How 
г Ш o 48-) 
4 з 6% 9-14 5 118 т 1-14. 
ІҢ ша ye- dé шөл! Е ар 1- І | = Сода 
Lyg- 9- wt- 9 J EAE 
(Жи К Поа р онилон (Ж Йо ОТЫ ни pounit DB ЕН: ЭУ xg 
Ғана 00) up X (9) 
ig'*m*tg'tm "max. qm "CST 109) X xus 
НЭХ TRT EXARH Ч 


Е 
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- Шо А Та, — ~ 

Ë ја ERIS 12 (3.176; 
НИН ЁРЕ “ДЕЛ” ЖЗ. А (8.176) ха 177 
Ма еде 3893 PA ЖИ АҢ ba ЧУ АВО В ВА ЗЕ, ПМК CUL 
3.17). ARERR A ИЕА БК СЕК ПА Л, Р ЭС ВЕРА А 
ВУ САЛЕ И) Жж, CHEA Л ПЪН. ЖЗ 
(3.176) ляется. ЖЕ РЭГ ЭР 


фт - i£(i - Е) 
фу = (L + К)(1—{) 
фз = (1 + £) 


ме-ва- (1+ ЕМЕ- t) 
(a = RO + 201 - 2363 7 t) 
Фу = + E) - O0 + Е) 
yam x РЕНО EJO + š) 
43.17 875 Се) Abin И Lagrange Ни e 


Фр E ЗА $p АҒ F Р Р ЇЕ Е TER: 013 ЕР 
ЖЕНУ Е М НУ. (23 ЛЕЖА WJ ЭГ Ou ХИ а НО СЛ|Оацка- 
Гевепаіге Gk ED EH -EA 6g 32121116 H ESSI Pk Ар Lagrange 
插值 函数 族 的 推导 问题 。 由 方程 式 (3.13) 可 知 ， 播 值 函数 浦 足 
TE HE. 

“(вр = üi-j (3.177) 
о шеді 
. 176» 


AUR „& па Моли МУ ла НУ pa. 对 于 有 具有 7n 个 节点 的 单元 ， 
1，2， +, n) Жл- ЦКИ. УЖИН (3.177) 
的 六， 我 们 进行 下 面 的 讨论 《 另 一 种 方法 )。 对 于 每 一 个 如, 可 用 
n 一 1 个 线性 国 烙 5 一 7= 1, 2, d, -1, Ei, n, еі) BS 
SE TH НЕ 7. 
ДСК: (а ё.) (ЕЕ (6 —&i a (08-42 
(3,1780) 
¿E S, ЧЭЛСИ КИ BER T aaa р 404155 = £, Io; = 1BJ 
тоа 
ст (Е -Е1) (А, - Š, СЕ; СЕ — Елън (£1 — ё, у“! 
(3,1785) 
PI, У D НИЕ BRE. 
0,(Ёу--(8751:305:45)::(6-46:-1)(6-484.:9::(8-4 _ 
(E, Бр Ба) (5; — 6, -1) (Е, Ела (5: — БА.) 
(53,179; 
满足 性 压 (3.1777 КЕНІН ІК 8 Т-Гавғалвесінің ін ЖЕ, I РЕЗЕ 
mfi їл. т P Lagrange H Біз Ж. Үгэн (3.176) НІН Р xw 
ӘӘ Таргапве ін РЭН (в=2) 的 一 个 例子 。 方 程式 《3.97? 中 
的 插值 男 数 由 不 属于 Lagrange 捅 值 顶 数 族 ， 码 为 不 是 所 有 的 办 Ж 
PEPEE (3.177)。 图 3.17 世 括 以 标准 座 标 (АРНА) XR 
НЕЕ, РАЯ (CLagrange) ЖИ ud. 
由 方程 式 (3.15) 和 (3.101) # 224133 Ел PE 5) НН 
PE ЭХ ia АВ АО КЕ ЖУТИ Біл v, АЛЕН КАЕ К ЖЕНЕ ЕР ВО, 
汐 了 改写 成 5 的 积分 式 ， 要 求 进行 直列 变换 ， 
== 656), Š = glr} {3. 1805 
方程 式 3.170 BUEJOOmgom —4- DEP: 


HÀ) = (Еве + ret тоа) 
(3.181) 
gir) = Те Eers? 


НЫМ, KERS РЯ AEAT ЕЕ АЖ. ЮМ РЭН, 27480035 
. 177 * 


ЗЕ ВЕ RZ, БЭЛ, (spP БЕ ҮКІНІҢ 2%. 
НЕ о СЗ. 181) ПОД МК RES (Дэв 22 


пе > гу (Е) (3.1829 
i=] 


Ж Е, ХОР, у, Ær — 1 НОЈ Тартапреј іб р З. 7; R3. 182) 
HREJE, БИШ, ЗЕЯ РАКА, TEA 


а: = (5) Со ys = Jaz (3.183) 
Җир, зимы = da/dEffyJacobist;, 

J= 3+. (3.184) 
对 + 的 导数 为 ， 

S= рее 0 e (3.185) 
3-6-3 等 参数 单元 
iz як Etu r ЇЇ FE РАДЕ Sa 
и = Suq, (3.106) 


Ea, ИДЕЯ: ~ НАМНОГО ВУ. — B 0.31 Во De BH ЧЕ 
标 变 次 (3.182》 近 和 似 性 的 次 数 与 通常 表示 因 变 量 近 似 性 的 次 数 并 
不 相等 , 措 和 名 话说 ,在 一 个 区 域内 可 能 存在 两 组 独 并 的 节 成 : 一 组 
节点 用 于 些 标 变换 式 《83.182)， 它 描述 单元 的 形状 ; 另 一 组 节点 
ЕРИ ЛЕ EEIE C3.1860, Tide БА У Е ЈА ИЛИ vx 2 
"НІН FH E +Е К зїн қр, МЕК ЖДО, 
1. Жэ; #5 
2, Зл: F5 
3. ВЛ: r> (3.187) 
在 这 三 种 半 元 中 ， 人 等 参 元 用 得 最 广 ， 因 为 它 使 有限 元 的 运算 
工作 来 得 容易 和 有 效 。 
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3-6-4 数值 积分 
当 被 积 函 煌 F 且 有 复杂 的 形式 时 ， 用 古典 的 【上 妈 畏 确 的 积分 》 
方法 计算 积分 式 [ 见 方程 式 (3.15) 和 :3.101)] 


| Fonds (3.188) 


АЕ НЯ ИА Лр НЕ Ву. PESE, 345 ОАЫ, FRAG. 15) 
中 积分 计算 由 于 被 积 函 数 中 出 现 Jacobi 式 而 发 生 困 难 《一些 简单 
ГІНЕ ВЕ ИЕ БЛИНЫ CBpyim fk £4 s Ж 
Па), Ж? ACRI БУДА ЕР YE ЖЕ ДА АЧ РА ХЕБ НИКИ 12 
"CBxEJEZE ЕН] ЕН), ШОКЕ Н ВН G. НИНУ Я 
iR ОВА Г) ПЕ, 6—1 р РОС), qd 
ЛЕВЕ С АН, НЫ ІНІ. ЈА РАК ТЕ А На, 
бп + 1⁄4 к К ЖЕЉИ IS SEE TT НА НОЈ ЛК 18 {К e DES ЖЕСЕ 
PEI ЕЕ LEE ДИ ELE BB 8 859 4 РЕНО ВЕЈК IRI АЖЕ АА 
ЗЕЕ de UR ДЕ БРИНЕ (256548 95 ПАЗАР СУР ЖУРО) 
шЕжкат, ПЕЧ З. 18а яс, УЖ C3.188) МИН 
zk РА РН, ИН 

| р. coda (3.189) 


БЕЗ БАРИЈА. УЕ, АН С ЭНАИТЇЕ ТАЗ) E= 
ЕСхэ-Р,СОНИТЭЛ Л ЖЛЭЭН! Ну, БІН, 总 的 积分 的 误差 可 
能 很 小 《因为 一 部 分 的 正 误差 抵消 胃 一 郭 分 的 负 误 差 ;, 有 即使 当 P， 
与 F 不 是 很 近似 时 也 是 如 此 。 

常用 的 积分 法 可 以 分 为 两 个 基本 组 :(17 Метіоп-Соһевд- ЖШ, 
T Ж АВ БЫН Зе EE. БА е РЕ кк qt ВУ ГІН. (2) Сама, 
OK АЗ М СЭ ВУР КА о 

Мезлоп-Сотев ЖЕ АТ АЖ Ен-1Л-ЗЕЭ щщ Newton- 
Соевая ААА: 


Рае = (b -- а) Sw FOU (3.190) 
ХОР, эз}. сон E APR Eu EB та = 1 的 情况 ， 
. 179. 


X 
дэх, х: X3 ха х, B 


*1 Х1 X3 
(c) 
3.18  HjNewton-Cotes;R АЈ ІНІ» (а) Р, (х), 
ЈАМА fA ВЕРА X (boh НО SE Ce) Simpson |Ң ЁЁ 


方程 式 (3.190) Ш-— 35 МЕ, Ниор, Вз. Іар 
ВЗК B FIR FH нЕ 29 КНУ ЖАД а C ВЕСЕ) FHP Ce or fel 2i 


Но - Үс 
| Forydz= ПЕР) rF(z,)J E-008) (3.191) 


«а ТЕЙ» 


Жон, ЕЗИ РЕВЕ, ВАА КИ. Sim 21, 
方程 式 (3.190) ңін  у5їпарволп ИН СИМ, 3.18с), 


br, 
| Нот = = [ЕС + 4F(z,) + FG3)] 
Е = 0(1%) (3.192) 


= + 1 


当 # = 1,2,…。，6 时 的 加 权 系 数列 在 表 3.7 中 。 注 意 之 WwW; = 1, 


33.7 Тот оп Согез Е (3. 190) жылы” 
n W 1 ЭГ Ра Wa У = Wa Уз 
1 1/2 1/2 | 
2 1/6 4/6 1/8 
8 18 5/8 5/8 1/8 
4 7/90 32/00 12/40 22/86 7/90 
5 19/288 75/288 50/288 50/288 75/288 19/288 
б 41/840 216/840 27/840 272/840 27/840 216/840 41/840 


*XIn-0, ВН] НЕ = Ба, ш1=1, Х|)-15-03/8 


对 Newton-Cotes 积 分 公式 (5.190) 进行 讨论 是 必要 的 。 
Mà да НК 即 是 当 有 一 个 偶数 的 区 衬 或 有 奇数 的 基 瞩 时 7， 用 # 
+ 1 次 或 较 低 次 的 和 多项式 代 赫 FIz) 是 恰当 的 Зан аре, Ня 
iX n ME В 20 АЛОР =) E РАНИ ЛИЛ, ЖУК. 
EE ju Re Ни pt Hin + 1 个 基点 进行 积分 。 

Gauss-LegendreoK #15 | fpNewton-Cotessk rh, 基点 被 规 
ЯСНЫ, пла ЗЕН. WIDE 28 + 24 ЖЕ ХУЛ КА 
Хо, Жен ИКЕ ЛЯ, Gauss-LegendrecR ЯН 5 ЛЕ ЕЕ. 在 
ХА ЖЕЛДЕН 2 E. Рон ИАН, Ж 
Bic, 的 选择 应 使 函数 的 #+ 1 个 适当 的 权 慎 之 和 严 榨 地 符合 
іх Els, Gauss-Legendreck HARA CILE 3. 192 


b 1 2 ñ 
| rods = | са Ум РЕ (3.193) 
ме -1 : 


Ан, w ВАЖНЫ, ЕЕ m (Т.евепаге Wi KP. . ORD, 
. 181. 


ftp k tA СЕ» ЖАПА. 
F(E) = ғау» T(E) (3.194) 


E-—1 = 0.57235 | 90517735 Е+1 


(а) 


ë= 1 t= 0774597 = 0.774597 E=1 
(b) 


3.19 Guass-LegendresR Bi, (a) 两 点 的 Gauss-Legcndre 
ЖЖ (0) 三 点 的 Gauss-Legendre 求 积 


y= 1, Өс, Gauss-Legendre 求 程 的 加 权 因 子 和 Gauss 
d 34436382, 8 ,Gauss-Legendreok ір; E; Newton-Cotesak $H 13: Н 
не, Эу dE xA ЕНІН ЖЕ EE BOTE Б, Gauss-LegendreoR $315 
XC pe pA ВЕР СИ Н FFF L IE), ПЕН ЕЖЕН ER (C28 + 
2) кеша Ра, ПИН Те. Ұлар, некви 
АЖ Orc 10/2-Сачввк а Un Hb k ПР Dina DADA 
数 时 ， 应 取 相 近 的 较 大 整数 。 
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383.8 Gauss ~ Legendre 求 积 | ‚ ЕСЕ = > ЕСЕ wi 


j => 


ҢІЗ ДШ Са 155 дч 
AS н им" 
0.0000000000 А 9,0000000000 
+0.5773502692 PS Ex A 1,000000D0000 
0.0000000000 二 点 公式 0,8888888880 
+0.7745966692 0.5555555555 
+0.33998 10435 Pu E I 0,6521451548 
+ 0.8611362116 0,3478548451 
0,0000000000 TAAI 0,5688888880 
+ 0.535469323101 0.4786286705 
+ 0.9061798459 0,2869258850 
Ж0.2385191851 六 点 公式 0.4679139345 
+0.6612093865 0.3607615735 
*0.9324695142 0.1713244924 


943,48 考 虚 下 询 两 个 积分 的 数值 计算 ， 


Хо 2 Хо. n 
ки- || (Z) ас, TERN Ghi dz 


(3.1955 
CB, +, 是 二 次 Lagrange 和 多项式 ， 它 与 三 个 节 庶 的 Lagrange & 
元 上 的 节点 1 有 关 【《 更 图 3.17)， 


t (6) = -а У 
mE RIAH КЕ ЛЕЗ (3.176), MA a= 5,2) 


= h, ОН у _ hp ЧЕ НЫ 2 dii 

dx = dŠ d ЧЕ dr R. dë (P. 1965 
WRAK, са E 

кота Г yas бий өнд 

(3.197) 

XB, fe = Хеју Хас ЇЕ, {ЕК у үң ЯЕ EL ACE КА, 
ПДС ГР BJ ЕН PS ВС хе ОФК ФПИ зи 

ау 1 di ү 1 2 _ 

ДЕ = 233 (е) = + š 


»1834 


(1) = үгс —2&% +&*) (3.1982 


我 们 采用 两 种 求 积 方法 计算 积分 。 
Newton-CotesiE;R4H КАО Im A Newton-Cotes 3i 


得 到 的 结果 。 我 们 有 5~a=2,， 且 
КУ = ж а +141) (T+ -1)]- e 


кү” = a + 4 > 5) -- 


x [5301622]. 

сүү 8-1 (1-2 41)-11-241)1- 2 (3.199) 

(7,5 = uu TETEA ЈЕ 

ЕЕЕ 

Сүү = са Штоә + " mo 

Өтү = dag 1968) T ще: 522025 878 52:2] 
2h. 


= 
ы 


AE, Ка = АНЯ, C үл AAA Vi ИЦ 
积分 ， 这 就 证 实 了 较 早 所 作 的 论述 。 
Gauss-Legendre 法 求 各 我们 这 有 时 有 ， 


к-к 
е Е 


за 2[ 1 2.33333 7 
KV p — Зүй ДЕ 
cR + €- 0.577865) VAST aul 
ке = | (0, 88289) +2(1+0.774592) (0.55555) | 
hel 4 4 | 
= 2.333337 _ 


+ 154. 


сүү =”. LC0. 57735)* + (0.577353412 


-0. 111, (= 22) (3.200) 
Gu = LL(0.77459)* + (0, 77459)“ 1(0.5555522 


-0.133338,(- 2") 


НЖ, Gauss-Legendre 求 积 法 对 于 较 少 的 积分 点 有 相同 的 精 谋 。 
如 问 较 早 注意 到 的 ， 二 次 多 项 式 (w=2) 用 |[(*+1)/2= 也 | 个 两 


个 点 的 Gauss ЖНЫ МЕНИ НИ ВЕЗИ. НӨЛ ЛАН ТАҒУЫ 
斯 求 积 法 淮 确 的 被 积分 。 

当 采 用 等 参 元 时 ， 手 算 K MC TARR. AR. MAF 
НЕХ. МИН, Млн, Е 
>ц ДА Би ЛЕ} БЈ 35 РАЕН], Јасон ph h AB CJ, 
=h,/2), НЕ, 349 Вр ӘН ЛЕ Ка ta S ЧЕ ФЕН ра 数 ВУ, 
Jacobi РЕЗЕ РЁ Ж М, ЗНАК 76 Ы], H; Ж, 
(3.184) Ж. 


ХИР, c 为 节点 ;的 总 的 坐标 。 对 于 直线 单元 有 zi = 2,,2; = T, + 
ва аз =m a, C—co vr A АМ 
1 к, 1 
J, = х(—--+ё)+(=,+-”)(— 26) + (z. the) (> +=) 


= (3.201) 
Ни, У.Е. 
УЗРОК КАНАН РА (СМ 3.17», ИЕ 


еза dẹ; ад; -| 7 қ 
Ко - ||| dz аз" без) Чаңаш 


в, = | wads (3.202) 


. 135. 


іи Gauss Legendre 8 Н ГЭР ҮН (ОК ЖОН 


АА СЕЛА 
Г 2.27333 
ГК | = | -02 2 2967 
“L o.33333 
Г 1.33333 
геј == 0.65667 
L —0.33333 
0.166667 
(Е) =8,49. 665667 
0.166667 
= ¿KHJ США. 
Г 3.7 
[Kl =L 71-728 
Е . 0 
| 一 0.325 
Г 0.761905 
ГЕТ] = h, 0,589286 
10| — 0.214286 
L 0.113095 
( 0.1253 
ус, | 0.375 | 
n 915 | 
[0.1251 


— 4,725 


— 7.425 


—2,66667 
5.33353 
— 2.66667 
0.66667 
2.30193 
Q.b56657 


0.333337 
— 2.66667 | 
2.33333] 

— 0.33333 7 
0.66667 | 
1.33333 

(3.203) 


1.35 
10.8 —7,425 
10.8 

– 4.725 
0.589286 --0. 
3.85714 —0. 
„482143 3. 
„214286 0. 
0.113095 7 
.214286 
0.589286 | 
0.761905- 


—0.325- 
1.35 
-- 4.725 
3.7 - 
214288 
482143 
85714 
589286 


1,55 


(3.204) 


可 以 运用 这 些 结果 分 析 任 何 一 组 边界 条 人 忻 下 带 常 系数 < 和 源 
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项 1 的 二 次 微分 方程 式 (3.1). 
ізо 考 嵌 长 贺 柱 体 径 向 轴 对 称 的 热 灌 问题 {见习 题 3.31)，。 
控制 的 微分 方程 式 为 : 


– 44 ит Эр Or FLU, 
ет) = T; Tiry =T, (8.205) 
Бани је 
osf" “(ен v T о, јак — дао та) —qap(ra) (3.206) 
жор, РАВАН. 
ат _ ат : 
РЕ (а). Фа = (Ағ), (3,207) 
Bieg А ЛНУ 
T= та (3.208) 


ар, “ЖЭ ЛИГ КАЙ, у. Ar- ІР Гартапее ін р. 
单元 的 有 限 元 方程 式 为 ， 


ЗС -nonar 


— QAO A — арф, (Ка) (3.209) 
(1-1, 2, eee, H) 

РУЗ, ИЖ n> 2, B ТЕРИ DN үз ка 2 BI Е — А НЕ Hi: 
ИАР px ЕЛІ?АЗЕ УЛ q I, МЕ sy t А ША ЕИП ла - оо (Ко), 
ЦЭР, ӘЖ 3E Фа r A Ч E ЈЕ фо ВСВ. ЫЖ CH 
жола ВВ Зу л Е P хе На За ud PLE Hi XE A BJ 2 E, 
TJERAT E E SE Н. 7 Е Sas E Ну, НІЛ ЕН 2) ЈУЖЕЗА (3.205) 
ЕЕ. ВН НЕЗ 9 的 这 样 的 点 源 作用 于 域 许 点 7 上 
(7-1, 2, нее „МУ, I REO APER CS. 205) 5), 


d f p ET . _ 
L0 45) -®"- X T вв") = 0 (3.210) 


4 1847 + 


Зин, (кен) AFAR. 1225 У rj Diracete RU Е р 0, 
Жр 2 АНЕ: 


0- | (== em c 90” )dr — анд = avro 


- ар (3.211) 


1-1 


Н, mA 556 rn БА d НО EK СЛ ВАЗЕ И 5 АЖІВ 的 点 源 }。 
方程 式 (3.209) Гл ЕРЕН 32 sÑ 
(Ке те» j Ft} (3.2128) 


ё E аз; аҙ; 
ек. 2015-5914 
КҮ; (“а Jj; 4" 


FU ү Отрағаалдысға) + dsb (Кы) 18.2126) 
ГА ñ 


X-T Lagrange је, ғ.ғ АНА В Ја — 
个 节点 的 总 前 座 标 。 注 意 ，EFi 中 后 面 两 项 对 于 单元 的 任意 中 间 节 
ЗЕ «рінісі фи та) = ОЖ inhi 9; (ra) = O), 

Над Gauss 求 积 法 时 Сн ХОР ХӨ, ул АЗ РЕНО 
计算 Ай ГИ] ВОЛЕ ТЕК (3. 176), #111 


в _2Р— (ка + Fp) 


55 —— he = Раоа 
或 
r= 15 га + 155, (3.213) 
对 于 任何 直线 单元 和 常数 < 有: 
Ко) = ГАЙ (65322 + - ЦЭР! ЊЕ + заа (3.214) 


XT F 2 Е (и = 2). пок бњ= ЗЕКЕН (ве DLagrange 
тъ, РА rh  -- Вал РЕ. = 0.252; 


TTE 7 .5 -1-5] 
一 7.5 7.5 


• 185 = 


Г 8,6667 —10.0000 1.3338] 
— 10.0000 21.3333 - 11.3333] (3.215) 
| 1.3338 -11.3333 10.0000! 
Г 9.0588 — 11.6525 3.5250 --0.9208 | 
[K'O Jz =k | ~ 11-6625 28.5750 — 21.0375 4,1250 
3.5250 — 21.0315 32.6250 — 15.1125 
| —6. 9208 4.1250 — 15.1125 11.9083 j 
RRR WR. Мр а ЗАР „211 AR PF BU В АЛХ 77 es СТЕ 
I EPI ЕЭ Іс, ИНЕЛЕР ОҢТАЙ. 采用 6 个 线 
性 单元 、 3 个 2 次 单 元 和 两 个 三 次 单元 得 到 的 有 限 元 解 与 精确 解 
的 比较 烈 在 表 3.9 中 《数据 和 精确 和 解 见习 题 3.31)。 注 意 ， 当 网 格 
eB ла ра ЖК В, ЖИЧА ЈОВА ВАН Er ЕЕ. 


383.9 ЯЗ. RR XT PR UK En ГСН тет НМ ВТЕ E 


ГКО = K 


28 КЕ гаж = 

(6 м2) (2-2 (2 Фоо» fü НИЙ: 
1,75 400.0000 400,0000 400.0000 100.0000 
2.00 331,0090 330.9848 450,96:5 330.9738 
2.25 270.1846 270.0892 270.7763 270.0879 
2.50 215.8580 215.6295 215.6243 915,6249 
2.75 166.3887 166.3560 168.3525 166.3553 
3.00 121.3946 121.3789 121.3734 121,3767 
3.25 80 „0000 80,0000 80,0000 80.0000 


Е 3—7 н, RRE В ЖЕ) ДИЛ ЈЕ o6 НТ И НА АЯҢ Ж? 
Ж, ДУ ЈЕ НУКЕ ДА РЕЛІ ЗАН, На ЕРЕ 
АЧ ВА ОЗЕ is РОНЕ ГУ E [и] ЖА КЕ НЕ ЈЕ su 
ТЕ): СЕЕМ105 484838 953 并 且 和 将 通过 几 个 例题 来 说 明 它 的 应 
HFA. НЕО, АЛЕН, HA CAK iE 
Бш T Eie ЕН, 
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— -r J m r = +: -----. 


5-7 计算 机 执行 程序 


3-7-1 М Ж 

读者 更 在 未 该 清楚 ， 一 般 问 题 《 即 一 维 二 次 问题 、 一 维 四 次 
Аа) 的 有 限 元 分 析 申 所 包 舍 的 步 贡 是 有 规律 的 ， 因 此 可 不 在 
HFAA Баи. EZE, ERNE EAR, RARER 
上 是 由 于 不 管 是 理 为 特殊 问题 ， 都 可 以 比较 容易 地 在 数字 式 计算 
机 上 上 计算。 对 于 不 同 几 何 形 状 、 辽 界 条 件 以 及 问题 数据 的 情况 ， 
一 般 类 于 中 的 特殊 问题 可 以 用 简单 对 程序 读 入 数据 的 方法 求解 。 
例如 ， 如 时 我 们 提供 一 个 一 般 窒 序 解 下 列 形式 的 方程 式 


-- 4 (аи) + (oe =) + cu= f О жр (5.216) 


Wu CE T E ze L ГР УЕ. РСМ. DIE kr TER ERI 
ЖАҒА Я НЕ B [Bj EE 9 E: 

ЖЕН ВЛЕН Bie dE GL ЯЕ ¿K ЖИП РК Ж y Eš SÉ TF 
вени. ПЕН А qe T Pk HH— T Bit ВО 
АВ ъй БЕ Н ЖЭ НЕ НЕ ЖЕ ВЕ 1 Di j= Hj iX z. 8822; ЗЕ НЕН СНУ 
序 《 对 于 你 所 感 兴趣 前 向 题 )。 

3-7-2 № it 

A Bš u PE РЕН АЗЕ ВВ) EH АЁ С. 3.2004 

1. 预 钼 理 程 序 

2 .外 型 程序 

3. 后 处 理 程 序 

在 程序 的 预 盾 理 部 分 ， 读 入 和 (或 } 产 生 问 题 的 输入 数据 。 这 
EJL RAEE., URAIS. Dj ДЭ 1 BH 4 
方程 中 的 数 子 、 源 项 等 .有 限 元 悦 格 的 信息 ‘有 即 意 元 加 ,单元 长 ， 
ER НЕ ЕВЕ 以 及 各 种 选择 指令 打印、 不 打印 、 静 力 分 析 、 
НӘ ABI. ІН ЖЕ > gram ЈЕ НЈАВ ТЕ Sor. ВУЛЕ МА л 
j: пр ҢЫ ЛЕРА A ЕЕ, БИЛЕР ВЕ ВЕР. XX 4 
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НЕА. МУЖА G. ARAK 
BALEHE AGEA ОРЛА ЕА 5. ПЕТЕ РЕНИЈЕ АВ 
理 部 分 -， A HA ТЫ ЖГ ДЕ РЕ ДИ ЖОК ДА ЖЕ А TT El: ЗЕЕ ako Ж ne НЕ, 


НЕНІҢ ИКЕ PYM TU PE Hi TI EB , 
ЖЕЛЕ 

Warmi 
! 
| = r ЗЕЕ... 对 程序 SH APE 

| чинь rr h жыш 
i | 1 | i 
t nai 36 F ni ее EE TER: l pM 
| ГО! + 二 次 方 程式 〈 线 性 的 、 4 _ 处 计算 音 
| ] 1 i 。 志 次 的 glass Болин 1 
| | i К ' CDS I 3 CO V WE = а! ЈЕ. 
1 | 处 理 程 序 | 1 | 78) ! i 
| јсежмхњи |-1----4  |________________| ------4 
1 (STIFF) | 
| ЕТ E: Е: I r Ран BNDY 

Do Г““““-е------.з--м- 1 
І 
| ПАШЕ |... _. | | 
! паста | 7 引入 关于 问题 初 交 | 
1 Го LI: | р ЖЕНИХА 
"| «SOLVE» | La _ _ 1 
! -----4 —— — жээ — — — — а — 
| TEN SOLVE 
i | uw a --------- `> 

| 
| | MEME LLLI | 
| | 对 带 闫 对称 方程 ) - | 
| 

| ! .-------------- 4 
| | 
(LL 1 


3.20 ТЕ л PZ FFE НӘ РЛЫ НИЕ 


Тл АБ ВИ Ре БЕ TU fer Ab EB ВЕ p af PX ЛЕ Л, у Fortran 的 读 和 打印 有 

dmi. disp РА р ГЕН e: СПЕ E PI Fa TT TER? 
лета Гк), лей ti ае OCC js BE A Н 
РЕЛЕ A EE HJ їй] НЕ ВВ ЖЕ pP В] ПЕЛЕ |H Л РЕ F ЗА ЈА, 
ВСВ FP AAT ЕРІНЕ (BATE tA ALIER, — 
ПРЕ АЛА Е РРА T Y. ИЛЭХ. ВВ 5636 ни 
28 ЖЕНЕ НИ ВЕР Эр ВЕ Ле АЙ Ни ЕП, Jy FE sk ЧАН ЕЖЕН 
ба» ДРИ RPE FF AU А. ЗЕЛЕН И Da НА И ИВ ІР 
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rr -rer 一 


М FF vB Py ДЕ ЋЕ {К RU XE У. 
3-7-3 输入 的 数据 ( 预 处 理 程序 》 

有 了 跟 元 程序 输入 的 数据 包括 读音 元 类 型 〈 即 Lagrange 单 元 或 
梁 音 元}, 单元 数 ( 如 果 不 得 不 采用 一 组 均匀 网络 , 则 需 给 出 单元 的 
БЕЛИЋ ХО, НЕ НЗ Ека] 数量、 总 的 日 由 度数 ,以 太 
规定 的 力 的 数值 )， 规 和 定 的 边界 条 件 Оа. ЗНАЛЕ. ГЕ 
规 征 的 位 移 的 数值 ?以 及 单元 的 总 的 党 标 和 单元 的 材料 性 质 。 如 果 
RAHIRA, ARARE, Ta А E in A E E 
HAA HAILE ЕЕМ1 中 采用 的 ERRE # F— 
т, жж жр ЛЕ ЈЕ УН FB úe FE НЧЕ ДЕ БИ ле Ey ER Ја ЈА Fortrantt 
t) OERÉEFEMILIDO 说 明 这 些 概念 。 


w ME dé H 
AL 一 一 域 的 长 度 ; 
АХО, АХ1, ВХО, BX1. CAm CX1 一 一 定义 微分 方程 式 中 系数 组 性 
变换 的 参数 。 
(5 3.6», A= AW0+ X "ANX1, B= ВХо +X*BX1, CX «CX 
+ X*CXI, 
ALFA, ВЕТА, Аб, А1, А2, АЗ, АУ-НЫ ЭНЛИТЕЇЕ H ag Sen 
COEF (I, J)—— W^ F Side ЉЛИЈАХО. AXI, ++ FO, Fi (Е = Го 


+X "F1) mE. 
Ахо- СОЕЕ(1, 1), AxI-COEF(I, 2), "^m, 

DT —— 5 19] 267 3 Ји] ER РН [E] Бі; 

ЕСІ, J)——— B SB LE T aJ u АЖЖ» 

ELX 单元 节点 的 总 坐标 的 数组 

ELSTIF—— G СРЕ ЖЕ 

ELF—— ii 5 7J 4: Ei 

GF. GF0. ОЕ:, G F2—— [iz £e R НИКИ 53 S n Р ЖЕ; 

ICONT —— АЈ 800235 07416395, ICONT-1, A, Вав, B. 
ЖІК. ICONT = ОШЫН FZ; 

ITELEM -—-—J& 752530 >, IELEM = 03; у ЗУ 45 дала, 
IELEM = 1 海 二 次 问题 的 二 节点 单元 ，1ELEM = 2 为 二 次 问题 的 
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宇 节点 单元 ，IELEM = 335 57 УК [ај по pQ 47,4 81705 
ITEM—— Е ОНЫН) 分 析 的 指令 ，ITEM Роже СЫН 
X) #8, ITEM = DS Ба — iK EU] ЕЖ, ITEM = ?为 包含 二 
zx m] [aj sg S s 
GSTIF— ЖАНА (ЫШ НЕ, (NEQXNHBW), 
GF—— T Ei 'SOLrE'BETAHIBIG Ж CHO) RE, TE ‘SOLVE’ 
ГО HJ Jer 29 73 ма 
NEDY — ағ ЗА В E BEC RE 
ЕҮ--ЖЭ k: Иа 3 H BE mg su] rns 
VBD'Y 一 一 在 IBDY 中 规定 的 输入 值 的 列 数 # 
NBF 一 一 规定 次 自由 度 的 数量 ! 
IB E—-— ВАЗЕ РА ПНЕ ЕЈ ЖІ; 
ҮВЕ--Ї1ВБУр ЈЕ für dH m T0865; 
МЕМАХ —— Аргы "СТЕ Р Ж: 
NCMAX— г чан оп 的 列 数 ， 
МРЕ--- 14381191 Ж, 
NDF 一 一 每 个 节点 的 自由 度数 
МЕМ 1р BJ šñ 75 
NEQ 一 一 有 了 腿 元 模型 中 方程 式 数 ， 
МНВУГ---Ү13 RIRE X pE gag Р» 
МОР —— 11 5 ЈН Саизв zr y 
NN 一 一 单元 中 的 总 自由 度数 ; 
NNN 一 一 有 限 元 网 格 中 的 节点 数 + 
NOLD(I Ју 一 一 第 I 个 单元 中 与 第 1 个 节点 对 应 的 总 的 节点 编 号 Не 
Ев»; 
· МРЕМТ-- ё E dr а P] AB PEST ED. CNPRNT = 1 或 不 打印 (NERNT = 
0) НН: 
N TIM E—— ЕЈ а 5 0: 
X— i ЧААП 8 (я. 


3-7-4 ЗЖЭ ТЭ Ү‹ 处理 程序 》 
fF Re ВЕБЕР в, їл Л ИУ D E XE (3.1520 Æ 
式 的 积分 进行 计算 的 。 为 了 在 程序 中 包含 线性 的 、 二 次 的 和 三 次 
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1. — — — ——— eee: 


КПГгавгапве в. 2 р) ВЕЗА Т, МНЕ ЭЭ Cu d SP 
MOS ARA BR] — X ЗОО ЛА 0 SP šK GDDSFZE-T- E PE SHAPE 
中 计算 ， 它 申 子 程序 SIIEF 得 各 СА 3.2020, ЕЕ, НИЖЕ 
25, ВВЕ G RISE А p. A PIEJ, ЖС H Et X BUT TB Ps 
Sr. МШ, вех SIELENM yE ЈЕ л BU 25 «MEE. 
ДА B8 35 xx fur Да. АГ ГАД В ЖЕН NODE He ЛЕН 4118: s ir RS A 
An, AA BU ВАМ Ey Вл — 189) 8р-13 x42 Р, Жж ВА ZUNBS yu BË A 1 
НЕ. EE, ХЕР] УЕ,“ “ҮР ТЕМОГЗНР, 
N= NOD (М-1, 2) = NOD СМ, 1) 
ап, 2 LIN W PA 19812 BJ ӘЛЕ. 
Ем, ELX (1) =X (N) =X (NOD (N, 19) 
ВА ЈЕМ - 1, ELX(2) =X(N)=X (NOD (К-1, 29 
3; T ВЕН НЕ ЁК АРТ Wi С IX £ Tia НӨ О, 我 们 
на y. c. УН И бана M ЖП S ELI dx 3x 可 
ЕЕ ИЕН УУТ (4, А) 和 和 GAUSS (4, 43 ЖЭ, WT 
САМУ 5 Н AA S| ЯА Риод ама 17) BRAME СКЕ X 
НАМ ЗЕ). В, УТ” а, 
WT(1, 3) = 0.55555 WT(2, 3) - 0.88888 
WT(3, 3) = 0.55555 WT(4, 39-0.0 
El ер 
GAUSS(NI, NGP) 一 相应 于 NGP 点 Gauss 法 则 的 第 NI 
Gauss i iy 
Кн, МОРЕ RGauss H Н] ЖЕ, ФЭН оС CE Р БНН 好 地 
мел РЕР ЕЕ. У PRG, NGPA ETa, mAT 
35, МОР GZ% Ps + 12/2, Жар, па ЕЕ ЧЕ НА АЈ 25 ҮД 
35:81:85 (24. Ване mis in = 274, НЭР, ТЕМ xc 
的 次 数 。 它 出 现在 “质量 Ma EE 


Cis = kaa 
X. 
Bur Ж В, xb TrixLasrangedfdügiUr ОНМ ОЛ ra 
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1 个 节点)， 积 分 法 则 应 该 采用 (r + ГО) СНОВ МО r+ 1 个 
点 。 换 何 话说 ，NGP 应 该 等 于 好 个 单元 多 节点 数 。 


Е 2T— (Ta + 2,1) 2{T— r,)— hs 
б = — — - 4-5. = 
Тент е n. 
或 хе Не (1 +Ë) + г. (3.217) 


ПРВЕ (3.1850 3H (3.2170 ВЕРИЯ bbs Ат Da НИ Pi 
3 РА Ee pir E л ЧЁ Бур BJ БА С 

Саша 2) А (3.193) УР ЕЁЯГШОРОБООР2ТОЛ Р, Но, 
MUR BP Које Gauss $ HjGauss НН ІН, ЖЭ АХ, ВХ СУ 
Е МЛ) Л Et (3.2160 НАЈК. Яш, МИТ TR = 
(3.216) НАЯ 35098  С4Тїүа-1-5-14-200 № 18 
2601 


х Р с'р, d; 
A..= ё+ 1 + Орж ТЯ 
i: i 2 T) ada cer dz 


| d i d 
= Г аж (48 yx ( 9) лағ 


ын 2,1 гіз); _1 49, 
= > B каар gË )(Gr чё 5? | 


1-1 
(3.218) 
Жир, СТБ М асоБіз5, В Кога а, 
| ПОР 
АС, D= > АХ ОПЗЕОООРВЕ(ЈЈОЈ Мы 
NI ај 
(3,219) 


上 上 上面 讨论 的 Eortran 程 序 如 下 : 


CALCULATION OF COEFFICIENT MATRICES AND COLUMN 
VECTOR FOR THE MODEL EQUATION 


о 0 0 
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аба nn nn n 6 n 6 n n в па оо GO n n n па n n n n n n nn оа 


— ДАХ. U'y* + (ВХ. Пе) а CX. U-F 


HERE THE SYMBOL' DENOTES DIFFERENTIATION WITH 
RESPECT TO X, AND АХ, ВЖ, CX АКО Г ARE GIYEN 
FUNCTIONS OF THE GLOBAL COORDINATE X (SEE TABLE 
3.6 FOR ONE-DIMENSIONAL ВОС АТТОМ 5) 


Хо GLOBAL COORDINATE APPEARING IN THE EQUATION 
Ре LOCAL COORDINATE 

ELX:LD..OGLOBAL COORDINATE OF THE ELEMENTS I TH 
NODE 

GALSS-.MATRIX OF GAUSS POINTS; VALUES ІМ N-TH 
COLUMN CORRESPOND TO GAUSS POINTS FOR N-POINT 
FORMULA 

WT- GAUSS WEIGHTS CORRESPONDING ТО GAUSS POINTS 
ЗЕ (1) ELEMENT INTERPOLATION FUNCTION FOR NODE 1 
GDSF(I)-- FIRST DERIVATIVE OF SF(DWITH RESPECT TO X 
СПО5Е(Е) -- SECOND ГЕВТУАТТУЕ OF SF (I WITH RESPECT 


TO X 

GI... JACOBIAN OF THE TRANSFORMATION 
H eee ELEMENT LENGTH 

КРЕ .....-......МОРЕЯ PER ELEMENT 


МОТЕЛТ IS ASSUMED THAT ALL NECESSARY VARIABLES, 
SUCH AS NPE, NN, IELEM,ELX,ETC. ARE TRANSFERRED 
FROM THE MAIN PROGRAM(SEE PROGRAM FEMID IN 
APPENDIX T; 


жалалы TESORO nuu wu сит Rd Fdo od oho тан +++ ПЕШ Ah d nh мий RR RE Rd hm m kuk БЕН 444 таш Зов nT = нит тыт апп hd REN GRAN 


IMPLICIT РЕА," вА - Н, О- Z) 
DIMENSION ELSTIF (4,4), БЬЕСАу, ELX(4), СА1758єа,а», 
WTO1,41 DATA  GAUSS/4*0,0D0, -0,51735027120, 0,57735427100, 
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n 


+ 


2"0,01000, * —5,77459687D0,0,0D0,0,77452667D0,0,0D0, –0,8611365100. 
*-20,23992104D05,0,339923104D0,0,88112621D20/ 


*6.888888B88D), 0, 55555555100, 0,009, 0,34785455100, 
“0.02"0.65214515120, 0.5478548500/ 


NN = NPE* ND F 
INITIALIZE ALL ARRAYS 
DO 10 I-1, NN 


ЕБЕ(1)—0,0 


10 ЕЬЗ ТТЕС:,1) =0,0 


DO-LOOP ON NUMBER OF GAUSS POINTS BEGINS HERE 


AÍI-OAUSSOIONI, NGP} 


CALL SUBRO.JTINE 'SHAPE' то EVALUATE THE 

INTERPOLATION 

FUNCTIONS AND THEIR DERIVATIVES AT THE GAUSS 
POINTS 


CALL 5Н АРЕСХТ, H, NPE, NN) 
CNST-GI'WT(ONI, МОРУ 
X-—2,5"H*£1,0 + ХО + EL X ¿Ëy 


DEFINE THE COEFFICIENTS ОЕ THE DIFFERENTIAL 
EQUATIONS «ONLY  UPTO LINEAR VARIATION IS 
ACCOUNTED HERE) 


АХ = A x Ü + ÀA ХХ 
ВХ-5ЗХО-БВХГХ 
СК-СХО-СХГХ 


e 19)» 


CC 


F- FO Е X 


COMPUTE THE COEFFICIENT | MATRIX AND COLUMN 
VECTOR FOR THE DIFFERENTIAL EQUATIGN 


б с б б 


ПО 20 1-1, ММ 
ELF(Ij-ELF(T»)- CONST*SF(D*F 
DO 20 1-1, NN 
ELSTIF«I, 1) . ELSTIF(T, D + AX* CNST' GDSF(D*GDSFtU» 
* + ВК CNST* GDDSFE(I;*GDDSE, 
М + СК СМЕТ ЗЕСТ БЕЈ) 
^p CONTINUE 
44 CONTINUE 
S10P 
END 


3-7-5 ЗЕЕ 

FA АЗ луну SA ya НОЕ Н, АЛЕ ХЭН ET; 5. 
TOFTA ВЕ ЙУ ЕЛЕНЕ ЭЁ А ERG. УЖ 
ТЕ ЋЕ ЛЭ ОН. ЛЕНЫ F, ЗНАЕ ТЕ 
НЭРЭХ ЛТ А, А-а т Ы БЕ STIFF U iH R Ju MB 的 
T BH. 5 ERARA ERERKEN, "TELE 
我 们 节省 贮存 单元 和 计算 Мін, МОИ ЮЖНЕЕ CE 
池 中 我 们 感 兴趣 的 大 多 数 问 题 都 属于 这 种 情况 )， 总 矩阵 (或 集合 
ЗЕ Бұ) 也是 对 称 指 ,远离 主 对 和 角 线 的 许多 元 束 都 是 零 ( 见 图 3.21)。 
因此 ， 它 使 我 们 产生 只 贮存 集 台 和 皇 阵 上 半 带 的 观念 。 对 于 这 种 带 
形 方 程 组 ， 总 目标 方程 式 的 解 算 方 法 是 有 效 的 。 

集合 的 (总 的 ) 有 限 元 害 阵 的 六 带宽 NHBEW 可 以 由 有 限 元 程 
序 本 身 确定 。 有 限 元 插值 活 数 的 紧 次 手 { 即 ¥'"' 具 由 单元 e 上 非 零 
JUR HR GEO EEA EERI EE. ІНІ ВИБІГІНІ НӘ ЗУ БІ, 30 
ЗРЯ + А Е АЕ А ЈАР [А] — АЕ, ПЕ ЕТТЕ ЭН НУ Ж 
应 为 零 ， 

К,-0 СЕЗЈЉ ЈА T (ај —- 2175) 
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20 ТГ БРАНЕ E 


d Ме Жуз NH B W 


B » ххх 
x x SUN ОРЛЕ Ж Б s€ x X x 
X к қ OX „ Жж ж Хх 
x E ik Ж x+ Bh EE DL E P) 
хх қ ‘< —. х X x 
` PH 9с Ж > S 
хх х X х х KX 
хх хэ X Х Xx 
ч x 
хх x UN хх Xx 
х x X ~ х X X 
ч ` 
қ X А X x= X x 
` ` 
қ х X "s x o X X 
对 称 x ын 
х X XIA х x x 
“ы ` 
х х X |+ ххх 
х з РЕД 
x А тах X Xx 
E p : IJ РД ща ME 
odis cz > 
-.-” . 
EN p E 
NEG x NEQ NEQ x NH 5 W 


图 3.21 EHG EB G ЗРЕНИЕ TED: ВЕ 


РЕ E ИТЕР ЕН ЕЕЕ B ЕЛИ Е МНВУ; 
NHBW = max [|NOD(N, 1)-МОСМ, Ji! +11 


1 = А>: NEH 


x NDF (3.220) 
хар NDF = Ж АН Н EE СИП) Ha 
NEM = И ds rp ЙЧ Hoo SC Fl; 
NPE = fip TR ИГРА о 
很 清楚 ， 允 于 一 维 问 题 ， 单 元 节点 问 的 最 大 差 值 等 于 区 PE 一 
1. БЇЇ, 
МНВУ/-Г(МРЕ-1)-11х МОЕ = МРЕХ МОЕ 


(3.221) 
ча, NHBW ДЕД ВУ РТА НУ ЯА л J ЖА TE RE Hu ДЕ НУ 


总 将。 
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我 们 现在 说 明 带 形 和 矩阵 的 集合 方法 。 当 JTJ 一 和 JTJ>NITBW НЕ, 
ЈЕ ПО РЕН Ж ТБН | РУАН НА. JERSE MMe ТЕК 
ХЕ) НЕ ЖЕН #61 = ТАБ НЕ ГЭВ 79822528 РЕНЧ 23-51, Д 3.21 
ж. ESE СЕНА ЕНИ) WARAH Е: НН ЕС Y И 
в. БИЕ, Рен CHED) 维 数 是 NEQx NHBW, Atp 
NE 名 表示 方程 式 的 总 数 《或 初始 未 知 数 的 总 数 )。 下 列 Fortran а 
TERRA PB Pp E КЕЖЕ Z; БЕЛҮ ЁШ E 


<. ЕТ,Х Ту.-СТОВАГТ COORDINATE OF TEE 1-ТН NODE ОЕ AN 


ELEMENT 

c ELSTIF..ELEMENT COEFFICIENT(STIFFNESS3MATRIUIX 

С ELE--.....ELEMENT FORCE VECTOR 

C СЕ -- COLUMN OF GLOBAL(ASSEMBLED)FOR CES 

c GSTIF ..LPPER-HALF BANDED FORM Or THE COEFFICIENT 
MATRIX 

C NPE-........-NUMBER OF NODES PER ELEMENT 

С КОЕ он NUMBER ОҒ PRIMARY L'NKNOWNS PER NODE 

C NEQ eer NUMBER OF EOLATIONS IN THE FINITE ELEMENT 
MODEL 

С NHDBW.-.-HALFE BAND WIDTH ОБ THE GLOBAL COEFFICIENT 
MATRIX 

С NN eee NUMBER ОР UNKNOWNS PER ELEMENT 

C NOD ---CONNECTIVITY MATRIX 

C X e GLOBAL COORDINATE OF GLOBAL МОРЕ I 


С INITIALIZE GLOBAL MATRICES 
во DO ro 1-1, МЕС 
G FCI» = 0,0 
DO 70 1-1,МНВҮУ 
то @ЗТЕЕСТ P - 0.0 
С DO-LOOP ОМ NUMBER OF ELEMENTS BEGINS HERE 
DO 150 N21, NEM ` 
с TRANSFER THE GLOBAL DATA ТО THE ELEMENT 
ПО 100 I-1,NPE 
NI-NOD(N,lnD 


» 200 ч 


100 ELX(I) = Ж МТУ 


С CALL SUBROUTINE 'STIFF' 


EQUATIONS 


С SUBROUTINE STIFF COMPUTES 


TO CALCULATE ELEMENT 


MATRIX ELSTIF AND 


VECTOR ELF CALL STIFFONN,NPE,ELSTIFE, ELF) 
С ASSEMBLY OF ELEMENT МАТЕТСЕ5 AND VECTORS BEGIN 


HERE 
ОО 140 I-1,NPE 


МЕ = (NOD(N ,1y – 15*NDB 


DO 140 ТЇ=1,ЧрЕ 


NR = МЕ + 1 


В = 41— 1"МРЕ + 11 


СРВ) = GENE) + EL F e) 


DO 140 J- 1,NPE 


NCL = ҸОМ, - D*NDF 


DO 140 JJ=1, NDF 
M --(JI—1)*NDF + 13 


МС = МСП – МЕ + Ј37 + 1 


IF:N C35140,110,130 


130 GSTIF(NR, МС)  GSTIF(NR, NC) + ELSTIF(CL, Му 


140 CONTINUE 
150 CONTINUE 


3-76 ШУМ 

ARR ОЛЖО AUAWA RETEA RA 
13.30), ЗЕ ВИЗИ НЕЕ НО ste AUR Е РЕЛГЕ АЕ А, ИЖ 321. ER 
AB БИОМА, Натан ІЗІ 83:51:16 3C 
ЗЕЕ, ЈЕ НОЈЕ E mR ТЕДИ ЖЭПЕ] рН 
ноте. ТАН а, ЗГ ИН Р XC в ТК 


Ji fix 
| Кү, Кү, 
К. K}; 
Кај Ki, 
|. ... 


К,, ui RAN [Fi] 

Kaa cn | М | = |” (3,2220 
Kag " | Ua | D 

. "JL: L: J 
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BEU, =a: кй COBE 4P БУ У БЛІМ. НМ 
ODERI” ко, ВАРЯТ ЯЗВА КІШІМ 
К К... Е, на, 1-2 бізі, 3, +з, п) Bj, F EZ 
K, =K: = 0, Wc 


| Кал 0 Куз Куа =.. К ја | ГЕ, 1 f ! 1 
0 1 9 0 Ü | ЫГ | га | 
| А 
К, 0 Куз Қ;, Кз, | 10, | = 3 | 
НЕН 
| Кал 9 Каз К 4 Аз d L tr, ) | F, 2 
(3.223) 
式 中 
Р-Е,-К,а ігі, 3, 4, 5, +, п i2 
(3.224) 
БЕ, ЭК, ШО, а UAE. 
Ка = 1 F. = a 
Ғ;--Ғ,-К,а (3,2253 
К,-К,,-0 


EMIL 1-1, 2, е, 8-1, ЕКІ, e, в, ТВ 
ТЫН КТ НЕРІН. ЭН. МЗ НЕ 
ДЕ — 882) 1] ЕП Ie. ДЕПП. EARRA ан 
БАН О НОТЕ Н REIM НО T, 25-54 ИС ФЕР, КІН 
Fortran Jj j НА Р ЛЭЭ РЕ ИН Г р С ИЕ TREE 
BNDY >); 


C 

C 

C GSIFE-...GLGBAL (ASSEMBLED; COBRFFICIENT MATRIX 

C АМ UPPER-HALF BANDED FORM МЕС BY МНБУУу 

C GF. GLOBAL ASSEMBLED) VECTOR OF FORCES 

C KBDY ...NLXBER OF SPECIFIED PRIMARY DEGREES OF 
ЕКЕЕПОМ 


. 2()2 ч 


бєоооооо 


a 


160 


IBDY  ....COLi!'MN OF SPECIFIED PRIMARY LEGREES OF 
FREEDOM 

YBDY .—...(OLUMN OF SPECIFIED VALUES OF ENTRIES IN 
IBD Y 

МВЕ -"«МГМВЕКОЕ SPECIFIED SECONDARY DEGREES ОР 
FREEDOM 

IBF ...... COLUMN OF SPECIFIED SECONDARY DEGREES OF 
FREEDOM 

VBF....COLUMN OF SPECIFIED VALUES OF FORCES IN IBF 

NRMAX....ROW-DIMENSION OF GSTIF JN THE DIMENSION 


STATEMENT 

NCMAX....COLUMN-DIMENSION OF GSTIF IN DIMENSION 
STATEMENT 

NEQ........TOTAL NUMBER OF EQUATIONS IN THE FEM 
MODEL | 


MHBW o e HALE BAND WIDTH OF MATRIX GSTIF 


IMPOSE SPECIFIED VALUES OF THE SECONDARY VARIABLES 
(FORCES) 


ТЕСМБЕ,ЕО,0)СО10 170 

DO 160 МЕ-1,МВЕ 

МВ = IBFiNE» 

ома) - СЕ(КВ) + УВЕЧЕ) 


IMPOSE SPECIFIED VALUES OF THE PRIMARY DEGREES 
OF FREEDOM 


CALL BNDYONRMAZX, NCMAX, МЕС, NHBW,GSTIE,GFE, NBDY, 
IBDY, VBD Y) 


SUBROUTINE BNDY 15 GIVEN BELOW 
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с BROUTINE ВХРУ<‹МЕМАХ, NCMAX, МЕО, міі BW, S, SL 
NRDY,IBDY, VBDY) 


PT ни Фе ияр конни y 


SUBROUTINE ОБЕ TO INCLUDE THE SPECIFIED PRIMARY 
DEGREES OF FREEDOM INTO THE ASSEMBLED SYSTEM 
OF EQUATIONS 


б 00600 


Pra RR Fun маң шаң mpi midi qhaq (Чи r- 4 "БА ры фа unun кіз Єрй d Ефйн ип EEG + ем ги == ==. rut НЬ 


IMPLICIT REAL*B (A-H, О Z) 
DIMENSION SONRMAX, МСМАХ,}, SLONEM A X) 
DIMENSION ЇВЮҮ (NBD Y), VBD Y (NBDY) 
DO 300 NB = 1, NEDY 
ТЕ. = IBD Y СЫН» 
SVAL- VBDY((NB) 
iT = МНБУУ-1 
І-ІТІЕ-МНВҰҰ 
DO 100 11-1, IT 
1-1-1 
ЇЕ c«I,LT,1:3 GO ТО 109 
1-1Б-1-1 
SL(D = 51-(13-5(1, D*SVAL 
Scl, jy =0.0 

100 CONTINUE 
SIE, 1) #1.0 
SLOIE) = SVAL 
I= ТЕ 
DO 200 II« 2, NH BW 
1-1-1 
IF «I, GT, NEQ) GO ТО 200 
51.41) = 5141) ~ (ТЕ, 11)"5УАЬ. 
5(1Б,11»-10.0 

200 CONTINUE 

200 CONTINUE 
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RETURN 


END 


3-7-7 方程 


aX, НО ВЕ ЖП Fer US EE Же PF 


附录 I 中 汗 程 序 SOLVE 用 于 解 算 带 形 方程 组 ， 并 且 和 将 解 章 结 


果 返 存在 数组 CF 中 。 为 了 求 得 此 解 ， 采 用 Gauss 消 元 和 向 后 回 代 
法 。 对 于 大 多 数 计算 体系 而 言 , 方 程 解 算 方 法 的 多 样 化 是 有 效 的 ， 
可 以 根据 需要 采用 任何 程序 。 


hi 处 理 程序 了 包括 和 解 的 禄 度 的 计算 及 绘图 。 РЯ my РР ВЕ pr 


STRCESS 说 明 单 元 内 部 备 点 和 gw /dz 的 i 计算 。 


SUBROUTINE STRESS(NPE, МОЕ, IELEM, WO, EL Ху 


n 0 6 n n nn 6 n n 


оз 


соо 


XI ....... 
SE... 
GDSF 
GDDSrF.. 


IMPLJIC 


GLOBAL COORDINATE 
-LOCAL COORDINATE 


ELEMENT INTERPOLATION FUNCTIONS 


-FIRST DERIVATI E OF SF WITH RESPECT TO X 


-SECOND DERIVATIVE OF SF WITII RESPECT TO X 
„COLUMN OF NODAL VALUES OF PRIMARY 
UNKNOWNS 


PRIMARY DEGREES OF FREEDOM АТ GAUSS POINTS 


-FIRST ОЕЕТУАТТУЕ OF W:DW/DX 


өВЕСОМНО DERIVA'TIVE OF W: DDW) /DX 


қу, DW, AND DDW ARE COMPUTED АТ NINE POINTS 
OF EACH ELEMENT (DW AND DDW АВЕ NOT 
EXPECTED ТО ВЕ ACCURATE AT THE NODAL POINTS 
OF THE ELEMENT) 


E пиз kiki mh h hmh йн mábh zPGCRRPRREG ан инт или RN ku kun фи терия шаң +4 


TT ББАТ”аСА-Н,0-2) 


СОММОМ/5НР/5ЕС4), GDS Fi), GDDSF(45, СІ 
DIMENSION GAUSS), О (47, Ер Х (4) 
DATA ОАЏ55/- 1,000, -0,75D0,- 0,50100, – 0,2500,0 _900,0,2502, 
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^ 0.5006, 0.7500, 1.600; 


МЕТ = МРЕ 
1ТЕСТЕТ.ЕМ,ЕО, 0) ЧЕТ = 4 
H = ЕГА(НРЕ) – ELX (1) 
РО то М1-1,8 
XI-GAUSS(NI) 
CALL БНАРЕ(ХТ, Н, NPE, NET, ITELEM) 
X-—0,5*H*c1,0 ~ XI + ELX1) 
W - 9.0 
D w = 0.0 
DDW = 9,0 
DO 85 1-1, NET 
W = W CSEOD*WO(CD 
DW = DW + GDSE¿IY* W О (Ту 
ҮБСТЕРЕМ,МЕ, œ GOTO вв 
DDW = DDW + ПРОЗЕ) У О СТ» 
аз CONTINUE 
IF(IELEM,EQ.O)PRINT 10, X, W, DW, DDW 
IF(IELEM, GT, O)PRINT 10, X, W, DW 
то CONTINUE 
16 FORMAT (10 X, 8Е13,5) 
RETURN 
END 


3-7-8 ”计算 机 程序 FEM1P 的 应 用 

附录 I 朵 列 的 计算 机 程序 在 于 说 明 一 维 线 性 问题 有 限 元 法 计 
算 中 的 茶 些 基本 继 踊 。 你 可 以 将 程序 的 其 些 部 分 修改 ， 便 其 能 用 
来 解 算 更 特殊 或 更 一 般 的 问题 ,不 要 忘记 ,有 限 元 分 析 中 的 基本 步 
Е vr 27 ADA ЕЛА ПУНИ XC РЕ 24 dde РО 8, МОС РЕ 
E a MASTIFF rh фу НИН g ESF o 

ERE., RPA 13.1, 3.3, 3.63.7 АЈА Р, 
БАЛА A ЯЛ БЕРЕМ т DAS СЕ КВ В ФЕ БЕІН ЖЕ ria 2 
的 程序 输出 也 将 被 给 出 。 输 入 FEMI1D 的 数据 中 的 各 变量 列 在 表 
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— = ——чтш——- 


-RAMEL 62054 


1—80 


» [ui 3221 -Е201015) 


1-5 


41-45 


ЖОН 


NPRNT 


ТЕТ.ЕМ 


МРЕ 


мг 


МЕМ 


NDBDY 


NBF 


ICONT 


ITEM 


输入 FEYIIDD 数 据 中 各 变量 的 说 明 


| 变量 说 明 


Неа в 

Xs Y Хх} ҖЕН ЛИ bid, 应 榆 入 问题 的 名 
称 ， 每 一 个 问题 应该 有 -一 个 题 月 。 

IE Ka H E o 
мин АН ІН >: NPRNT=0 时 
ЖЕ, МРЕМТ-ІЛІНЕ Ай pü НЕ, 
NPRNT 2 H FT FD ДИ EE, 

вола ELEM = Oif A в ELEM 
=1,2 m З HJ, ЕЕ. DREI 
TTA Со 

每 个 单元 的 节点 :NEE=2 УМНА, 
NPE = IELEM + 12 £T Št 5r i Pi, 
每 个 节点 的 白山 度 СЕНПЖ НВО ЖЕ: 
IELEM = ОНМРрЕ = 2, тд, 

[б] ИЕ UM dcm 

BE НИЕ TUA Н НЕО Н. N 个 
APAN «(МОР - 1) + 1 М» (МОЕ 
=-1) +24 РИН ДЕ, 
пат Л Bi ЕНЕ ГЕННЕН Н 
Руж H o 

САХ, ВХ,СХ, РАНА 
ЈЕВ Ta ШЖАХ, ВХ, СХЖН EE 
ЕЖ, HAREA Зву, 4СОМТ 
=1; ТРЙМПСОМТ-0, 这 时 ， 单 元 和 数据 
Jer 14 39: „ | 
БЕП [o Eg 5] 3 v DT EM = 为 稳定 状态 或 
ГЕМ = 09; —- PK B E] SP y BR ВУ 
3) р, ITEM =2 мокра! Ру П 


* 207 + 


46-50 МТЇМЕ 
e fe eni СЕ Ea Fig. 4) 
1-10 АГ 
11-20 ХО 
+ [i] S m) 1-8 4(8Е10,49 


1 -19, 11-20 АХО, AXL 
21-30, 31-40 ВХ0, ЕХ} 
41-50, 51-60 СХО, CX] 


61-70. 71-80 Бо, F1 
* 问题 的 数据 卡 5 


1-10,11-20 ALFA,BETA 


21-30 DT 
31-40 CD 

+ fd xr F 6 (1615) 
1-80 IBDY (1) 

ч [Ж ЛУ ЖЕЕ 7.08 10, 45 
1-80 VBDY (I) 


« [n] Ж eH 861615) 
1-80 IBF(I) 

» [i REI SE F 848 F10. 4) 
1-89 12:21:89) 


分 析 。 

时 间 间 了 责 数 目 。 
— ФЕБ ТЕ Ка 

E E. 

28— ЗУ ДОН A o 

къ = А ЇСОМТ = 0 1] + = Е 
р – АХ: у + (ВХ UG” 
+CX-U = РА, НЕ 
Я 23 3E. 

АХВ. АХ-АХО-АХ15Х 

ВХ ЕЖ; ВХ = BX0 + ВХъех 

СХ 2534 ї, CX = CX0 + CX1 + X 
Руж, Е-Е0о + Fl X 

# æ + ШЕТЕЕМ = 08 7ES # + ^ 

有 时间 积分 图 的 参数 ， 当 ITFEM = 1 时 
ALFA -ТНЕТА(ВЕТАЖ SE ЖУ, 
ITEM = 2 EENEWMARK АРАЛ 
ВЕТА. 

FEE prs Tr] Да Pj M) A ВЭ 

Ji Fe за інін) ЕЖЕН А ИН» 

... МВО = 005 а + = 

ЭН Л В A gh ДЕЙІН. ВР ЕН 2016, 

+ ж НЫЛ -05ү 5» + + 
IBDY Үр ЭДЭР Á Hr BERI Н CER. СЫН 
IBDY ЛЭ A mr ЖЕ A АН IBI К», ВЖ T r 
ВАВА. о 

中 ж + H ЛЕМВЕ = ОП ЊЕ + ч а 

AM хе БАЈЕ Н Hi ДЕН Н 

* + + В ЕМВЕ-0к «ж 
Pr IBF p М XE. 


* Е. W RICONT -ОЯИТЕМ = ощвв 2: H д ШШ Ев < = 


* [а] шй ЖЕҢ К10 (8210.4) 


1-80 Gro 
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* + ж Ii RITEM = 01 2» » ж 
U J ща SR PES 


» [a ERE MEER 11C8 E10, 4D eon + HIT EM = ОИД w э “ 


1-80 GF1 Us = DU DTI d bà Z8 tk 
+ [n ШИ) 38 F12245F30.4)5 ж + WEITEM = р jt» œ 
1-80 СЕ? DU*/ DTE ДЕЈ J RR ЖЕ 1 
HX. РНЕ TA SEDOM RIRE. МЕ, 对 每 个 单 
3u ЖЕУ. ТЕ 3k Е 137014. 
« [а] E (ЕЈ ие 138 F10,4) e e + i] SEICONT -10 а 9 • 
1-80 ELX (15 单元 节点 总 坐标 的 数组 
* [5] у Ву НЕ-Е 1408 E10, 4) «ан QSRICONT = 12 ж = 
1 -80 COEF(I, 3) рл АХ. BX, СХИІЕХ, # 
1з әз ЛЕ ЕЕ 


例 3,10 (445,1. БЇЇ uz fe ЕЕ Bo B] БЕЛЕ?» 
3H pis. 15р 15353 cnp НЗ, ORIS 
单元 类 现 IELEM =4 NPE-2 NDF=1 МЕМ-а 
БЭ Н2138--2134 JJ $a se C BB SP RO, ЯСЫ 
ITEM = 0 МТЇМЕ--0 
qJ нр Же РЕ] E (18 27882531 (2.1). k. ТАКО, ПУ. 
所 有 的 x 有 有 
а+1 ++ (АХ0=1, АХі= 1) b=c=0 
f-2l1-4xz(F0-1, Е1=4) 
Б] 3 Въ B 58138 Н А, ВГАЕСОМТ = 1, 
[a ва е На (0)-0801)-000,)-06-0), ЖЕ: DU Эр 
зо АЕ ЕЕ Не Bue. Ж 
NBF=0 NBDY-2 IBDY(1»)-1 IBDY(2)=5 
VBDY(1)=0.0 УВЦЖ2)»-0,0 
该 问题 Fortran 形 式 的 数据 概括 如 下 。 
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о" 


0° 004 0 10 004((0004870 00 + (q05/81*0 9% 
NOINA 4 $ 
`Ü 


+ ИОСЯЯЯЧ ЧО 8ЯЯЧОЛЧ АЯУАКО:248 031419448 JHL ЧО 54ПТҮА 
Ü 


! МОПЧЧНА ЯО залноча АЧУПМООЯ5 ОНЯТКОМ пятяточая 


070 970 
"МОСАЯНА но 5ЯЛЧЯӨЯЙ ачїАГЭна5 IO SAVIYA 
5 T 
tIWOGHTH4 10 54449440 Оя1419448 
, 00 + 8020 00  (T2999T'0 
19 + (100097 ' 0 10510509870 一 
[U +00097 0 — 10 4410008үҮ:0 


t SIOPHLYI LNINGTA 
10 8(10000Р "0 10 + 4100001:0 


070 070 070 То (10000170 10 54100010170 

[ü + 1000010 00 (10008170 00 + (100005 70 00 (100058270 070 
UAOTIOI СЭЛЯН ЇХУ ХУ? 54. КЯ19144Я00 аку HSAN WII 
ї те: HGON Чад ИОСЯЯЧЯЧ чо ояч ло сом 
н - Ue HSAN ЯНУ NI SHION 40 ОМ 


Uso НЕЛИ JHL МІ SLNINITI ДО ‘ом 


(t ЯЛАМУХЗ 345? Зака НЇїОЧ LV ОЯХЇА ЧЛЯУЭ V IO МО11ОЧЧАЯЧ JSWTASNVYL 
-oANg'iuoWuuiWwridguo -44М00458 c. 


ШИН ОТ" пей 
“中 I Билл алдан 


Ч [ 
от 00 079 07% 070 ІШІ DT 
879 

0 0 Ї 0 с у [ z I 2 


ӨСЕ НЧЯАУХН 885) SINH НТОЯ LV ПОЯХЇА ATAV V dO МОТ1Э 1444 ASHIASNYYHL 


. 210 = 


тж 


0.0 

0,3125013-01 
n.625c0D 一 ай 
0.92750 01 
0.12500D + 00 
0, 15625 D + 09 
0,1875012 + 00 
0,2182758) + 00 
Ф. 2500072 + од 
0,252000D + 00 
0.281250 + 00 
0,21250D + 00 
0.345750 + 00 
0. 3750079 + 00 
0,4052511-401 
6. 43750 D = 00 


D, ФЕВ Та 2 + 00 
0.500500 + бо 
0,5000013-00 
0.531252) + 00 


0.56250D + 20 
^.5937T5D a 00 


0.615200 + 00 
0.255250 + 00 


0,687510 + 02 
О 1158750 + 00 
n,vy5socoD + 00 
0.750000 + 00 
0.751251 + 00 
2.812500 + 00 
а.84575 + 00 
0.875001 = 02 
$. 916252 + оо 


0.931500 + 00 
0.988750 400 
0.100002 + 01 


т FF nuk тЄрї T*E ир ир "rk РЯЧЬЕИЛЬ od шин 


DISPL, 
0.0 


0.2842713 — 03 
Q.AG&ETRID — 01 
0.703320 — 01 
0.937502 — 01 
0.117191 + 00 
0,1406213--00 
0.164060 + 00 
0,1875013-00 
0.187500 + 00 
0.196310 +07 
0.203120 + по 
0.21094D + 20 
0.218750 + no 
0.226 5617 + 20 
0.234371 + 00 


0.242150 + 00 
0, 2500012 + 00 


0.250000 + 09 
0,24219D + 00 


а, 23437 + оо 
0.226556 D + 09 


0,2187513-00 
0.2]094D + nn" 


0.203127 + 00 
0,1968112 + on 
0,1875013-00 
0.1875013 + 02 
D. 154082 +00 
0,1408213 +00 
0.117190 + 00 
56,93750132)— ni 
6.706312] — 01 


0.468750 – 01 
0.234370 — 01 
2.0 


Ер РР ЕБЕ ЭН нин пат нин +... d 


15Т DERIV. 
G.75600D + 00 


П,7500413--00 
0.750997 + 00 
0.750003) + (ай 
2.150000 + ой 
2509005 00 
0.750001) + no 
0.750000 + 0D 
6.750000 + 00 
0.250000 + 00 
0.250001 + 00 
0.250000 + 99 
0.250000 + 00 
0.25000 + 06 
й, 250000 + 00 


0.250020 + 00 


о.250090 + бф 
0.250000 + 00 


-0, 2500000 + ġġ 
– 0.2500012 + 00 


-0. 250000 + 00 
— 0,250001- n4 


- 0, 25209D + 00 
- ),25nooD + 00 
-0.25000D + 00 
~ 0,2500012 + 02 
-0,250000 + 00 
= 0.7500012 + по 
- 0, та 00012 + по 
- 0, 7300208 n) 
—-0.75000D + 0 
一 0.151000} + 00 
— ü. 1500072 + 00 


"6.75000 + 09 
- 0.750021 + op 
— 0. тапос + СО 


тиф Чик 


2ND DER! V, 


ва нат 


kim Uu mo лее наи ши ти 


а 27» 


F. Чин 


$13.11 (93.3, ЧЕЙЕЛЯ Ы 25117 (ОН BU 5 
式 为 式 (3.86), Жан. Раб (3.870 ЗАН СЕ, ОИ 
(3.86) py ЕЖЕН RA - 28 ХР 3.3 Н 55528454 БЫ Sú BR Fit 
ЗН 

IELEM=0 NPE-2 NDF-2 МЕМ-3 ЇСОМТ-0 

ITEM =NTIME=ü0 NBDY=3 IBDY(i»-1 IDDY ЕТ 

IBDY(3)-8 VBDY(D-0.0, 1=1,2,3 NBF-1 ІБЕСІ) 5 
VBF(1)- —10000.0 А-28.0 Хо 0.0 

4i T SA. то BU PE. yú ЧЁ # ЯШ 251821. 

21220,0 z;/-10.0 LELX(D -06.0,ELX(2) = 10,91 
b-2(107) f= 2400 аже-0.0 


单元 2 
г 5 10.0 ха'=>220 
в 110?) а=с=/=0.0 
单元 3 | 
ж =22,0 ив --28.0 
6=1(10') а=е=ј=0.д 
数据 的 Fortran 格 式 如 下 。 


. 212, 


Tl Le 


а“6 10 44400002 0 


0 
20 + (10001709 p'o I 


070 РО + обоа - 
`Ü 070 


! MOTIOT CILJ XV ONY) З4,мН10144НОО аму HSAN WHA 
Е z c WIONOISd коаяяна чо ояй но ON 
$ = esee НЯ М HHI NI SHOON НО ОК 
Ë = сеен начи HHL NI 54 МЯЧАЯЛЯ но ОМ 


(СЕ ЯЧАМҮХАЯ 435) АУЯЯ азауол 1151000М11 МО02510 dO DNIONHGU 


eSNWUÓT8OHd 4 44 40--51Н14Г 04. 


070 870 970 

a'n 070 070 

070 070 070 
0 0 0 I t 


(ее ча У XS 335) КУК ЧяПУОЧ 


реши ЕЮ 21:22 


Е é Dk bul bil 

877 070 970 
09786 47%4 
0-1 070 ШЕ! 
009 0701 
072 0*0 ШІ! 
MUT eo 
0700001- 
00 070 070 

8 1 Т 
и 97% 

Ё ë @ 0 © 


ХЛБЛОЛМЫНнОО54 40 ОМ 39 


. 213 - 


Bo + ([2IS1Z'0 一 


20 + д 801170 = 


й 


50 + (12028179 90 + 0509$'0-— 901 1680766 0 ~ Ta 419006270 
80410011 0 90441080:  0- 91-41008:1 70- Т0 + 000210 
$0 + 4000010 904 1996860 - 071) 070 
“ARI ам AINAO LS! "14514 Х 
070 070 
90 + (129 12170 10 + (198084 0 = gn 44194482 0 870 
"МО01101105 
50 + (1001 o- 
: одана 40 SAHAUNI AWVINOO38 О41419 НА5 HHL dO ЄЯПТУА 
с 
г РОПЯЯЧА ДО SHHWOSCO дмуамооча ОЧЯТМОМ GOSTHIOHJS 
070 079 07% 
"оаяяна 40 5999944 «131412345 ЯО SANIYA 
8 1 i 
: ИОПЯЯЧА IO азноча Чи 
070 970 
0 "0 То (140000170 070 00 
80 441008870 20+00052'0 £ 
070 079 
978 То + (100001:9 070 1709 


80 4(100008:0- 
00 44100008 0 
00 + Дпорет o 
чо + (оро 
00 +(1°0001°0- 


en 4-(10002179- 
00 + (10005170 
10-41000 870 
151 + (10002 170 
To – 00070 0- 


20 + (дойт 0 60-410001:0 4 


4) + (10000270 804410004170- 
00 + (10000870 00 + (1000 21" 0 – 
00 + 1000810 10-410000870- 
00 + {10000370 00 + (1000z1'0— 
00 + 95010 – 19- (0007470 


5 54391441. УМ ШМНАНИЯ 


#8 


a 214» 


"EF 184 Puro imm cium Зун ЩЕ ЕРЕ їтїр РЕЧ иа ИЛ РУМ ban қал арача Bum cuu uuu ача às5-r-d- narmarss- iar dd dA E ERR ERA ВЕР па пип ини нра PRE YEP FHA таптаған 422 ЧЕР тал Йән Eo p бту bum kum uua kdl PH+ ійт he ЕЕ 


51 + 0159126'0 一 0"0 079 20110008270 
С04-(168808"0- 204488!/19“0 CO 4419Е8уү670- 0 + 005222"0 
$0 + Д21269'0 - 30+ 0880210 0044180026"0- 205110049979) 
с + О 2892970 = 90+ Ц05891"0 4)44186Е00"0- 20 + (005222"0 
ср РОТОР) - 90+ (po 202" 0 90 = ЦВЕТЕ 0 - 20+ 000052"0 
ОН |ОВЕТЕ 0 - 80 + (96022 2'0 9044186015:0- Zü + 1096760 
80-0101148“"0- ©0+{]/Ё850°0 39 119/86970- 0+ (1008680 
ед (1Р5111"70- 99+ 19114870 90 + (1:8268'0 = #0 + Ц09 е 0 


. 215 • 


FO + Перу 30 + [TS 0 20 5418 011"0- 2044100026:0 
EO + (ПЁ 970 90+ 02152 е") 10 + П15®011°0- 80 + (0008670 
10 Е(195678"0 90--(160888"0 19 + 0110 - 20 + 0090502" 0 
ей + Д99291"0 20 = 18567070 10 + gig G- 29500005179 
сот (]46®ї@°0 80 + (0915 17] 10 + (19752 — 20+ 0100541"0 
CO + (16701670 80 + ДЪ 10 + 0202592"0 - 204(10008Г1"0 
со + (одетто 8044110818"0. 104408441880- 204((0008170 


00441285 87"0 


go + 1000 18 "0 


0 4-0111085“0- 


#0 + 4000ЕТ 


$0 + (1Р0525 0 00 т 7066 0 ~ 10441:01088"0- 2044100411"0 
60 + (15596970 40 + 107161'°0—- 1044198040":0- 40 4400001“ 
СО 4+ ГАТА ПЫ! 9ПФГЕГО- 104411 80802"0- 60 + Де0091“0 
£o арлы! 90 + 660210 | 10444888 (0 0- 1044100018"0 
чо + (11691: "0 904 ESERLERE O- 14094 01 о'0 = In + (1006479 
50 + 021505 0 90 (1808 4:0- Loe (9902 08 То + ОИ 
CO + ПРИ 90 Qu + (99968 0 ~ до (TFFËE2I 0 - 10 + 0000870 
90 + (1015 2270 90-4-(116 28 0- + 9ТЕ 0 10-(100418"0 


x 


$13.12 (93.6, РАМЕНА) 由 例 3.6 有 СРО 
I cp НК 88.70 И НА) 
IELEM 22 МРЕ-3 NDF=1 NEM =% МВРХ = 1 
IBDY(]»—-1 VBDY(1)=0,0 ТУВЕ=О 
ICONT = 0 «НЕ КА) 
ITEM =1 КЕН БР У ИЕ ВЈ УЖ? 
NTIME = 16 СНЕ Жо» БГ-0.025  AL- 10 
Хо=д,0 ALFA‘theta) =0.5 CO=1 
GF0(1) =1.0 І-1,2,--,5 СИВ) 
GF1(D = GF2(1) -0.0 《问题 中 不 要 求 ， 但 应 法 》 
Ї 1 | 
ха) 9.90 х47-0,2 х47-0.,5 
a=1.0 ӛ-с-/-0.0 
单元 2 
к? -0.5 22"-0.Т5 ху!-1.0 
а=1.0 б=е=ј=9,0 
输入 数据 前 Ferttan 略 了 式 旭 下 。 
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= 
! 


" ddON мяа модачма 40 "ола чо "ON 
5 05 tene HSIN JHL NI SHOON dO "ON 
T 07 UU HSINW ДНІ NI SINHIWTIH 40 “ОМ 


10 + 00901'0 = 10 - 0100968 = LNHTIWTHONI AWIL 1044000010 =УТЯЯ 900401000::0 = VIV 
SISAIVNY CLNHISNV I2 LNAONSIHO AIL 
(9“5 qIJWVXI HHS) NIA V NI NOLLO(KINOO LYdH LNdISNVOUL 
SNI ilgOud ЧНачо -ахооче... 
RUNI GENTLE сі 


"BREUSSERE ГИН 
070 0*0 079 070 070 0*0 0*0 ot 
T УМ сто 
0*0 0*0 9% 0*0 07 g'o 074 0*1 
9-0 сто 09 
0*0 0% 2% 070 0'0 
0% o'o 0*0 0 92 
оч 091 ет от ет 
072 
| 
o'l 42070 0 579 
9% 0`1 
и тї 0 ог 3z T o£ z с 


(9"8 ЯТ4МУХЯ ЯЯ5) Ма V NI RNOIID:IGNOD УЯН LNIISNVYHL 
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90 


070 То ~ (058%%6%0-- 00+ 0000970 
20- 0555%::40- 190-48884670- 00+ 0100080'0 
070 0-а5%%%9- — 00+100007"0 
20-(05222870- (0-4 660590- 00 + 10048170 
: НТУТУИ ТУЧОТО 
070 


6 МОСЯЛЯЯ JO ЕЯЯЧОЯЧ AWYGNOOaS (431410 348 HHL ЛО SH TYA 


0 


' #093343 40 5ЯЧЧОЯЧ X4VGN028S ОНЯ2МОМ 01419445 


00 


'опйяяяя до зяянояа ОЯЇАТОЯА5 ЧО SANIYA 


! 


'WOGddWi IO 5114044 QHLIID3d4S 


970 | , 9*0 

0"0 0%) 0"0 079 10 119900170) 
19 + (1900770 %0ғ 0047740 00+ (1000070 $ 

0*0 0*0 

079 970 0%) 970 10 + (10000150 
00 + (10009 "0 00 + 10008"0 “е TI 


Ц- 1900848 = НИЈЕ, 


+ AWOTIOI СЭЛД ЇХУҮЭХҮЭ SINHIOIJIHOO ANV HSIW ИЯЯ 


ЕН 


218», 


ТӘ - (156625 0 
00 54189669"0 


10-413862870- 
00 + (19855670 


10 -4188588"0 


00--(115842"0- Т0-(132102"0- 16 + 1982990 = 20 + 1000070 = 
00 11803870 00 (18282670 00 + 2179 50 00 
01101705 
10 ~ 0100008 "0 = TNIL 
(LNTLNO SIHL NI UILYNINITT JAY SNOILV'IIOTVO 854815) 
I0 - «[83628'0 ~ 00+ 1988160 – I0 + (IST 41'6 - 00 + (100002 ~ 
00 4-(1:5466"0 09 + (195v 56^ 0 00 119821870 970 
NOI Ef TOS 
00 4-(1Е6Е66"0 00 + (J:9991"0 00 (15555570) а Е 
678 М! 


80 --11004617% 


T 
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13.13 (3.7: ERU Н ЕЛ) — Hd BIS. ТАУ Н (x; 
aF. ВЯ D 
IELEM =0 NPE-2 NDF=2 МЕМ=4 NBDY-3 
NBF=0 ICONT-1 (均匀 网 格 和 连续 数据 ) 
ITEM => АО ЭЭ R НО B 
NIIME-20 AL-0.5 X0=0.0 а=0.0 b=1.0 
си 0.0 
АТЕА = 0.5 ВЕТА = 0.25 ПОТ -0.0025 Со=1.0 
ЇВрҮ(1) =1 IBDY(2)=2 IDDX(35-109 
(0, = 2, 2 Шон 0.0) 
VBDY(1)-0,0,121.2,3 
GF0(1)( = WO = 0.0 
GF0(23)(20(0)) 50.0 
GFO(C3)(2 w(0.125)) ---0,0391 
СЕО(4) С = 00.125) = 0.5463. etc. 


x тр == — Зале + ma: 1 -- X) 
8 = псовла — 951-290 


Ета) = GF2(D =0.0,1=1,2,+,10(% = 9 0.0) 
СЕ? (1) 在 程序 中 不 采用 ， 484 ЕНМ 0 IP c n 
се) Рев, УДАРЕ РА ЖИВ опал cin Е. 
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1 МОТТОЯ СЭ14Я ХҮ“ ХУ? SINJIOLIJHOO ПМУ HSHNW Agd 
5 — - '" HdON HHd WOGH33J JO 'Sy4G но ‘ом 
8 = eee НЧИ HHL NI SICON 40 СОМ 
"UU HSSIN JHL NI ЗТМНАЗТЯ ЯО СОМ 
Tọ + 1000710 -05 20 qoosc'ü "LNHIXHWAONI НАМ, 00+ 000220 -ҮЇНЯ 00+ 4100050 = 7318 
SISAIVNY (LNHISNY+I) Тмаамчана - AWIL 

(176 ЗЛакухя 299) WVig OJdW VIO V IO Я5ЧО4$ЯЯ LNgISN VIL 

4.SNHTSOHUdJ uHGHO-HILIWA2038Ó.. 

НЕНИИ е "гр 117025 


RPT" SAET АЗРЕТ 


=н 
IF 


070 ("0 

0'0 070 "0 070 070 07) 070 079 
070 070 

0*0 0% 90 0 Q 470 00 070 0*0 
"0 37120 – 

881770 9:81'0— 90590 111:0- tgpt'Q 1670 G 07% 079 
070 870 040 

0] @ Ї 

0-1 420070 coti с”) 

0 0*0 0"0 070 0*0 0*1 0'0 0"0 
070 st 

üz Ç .I 0 Ë rp с G 0 [ 


(115 TldWYXH #35) муза ачанулд V до HSNOdSHM LNHISNV НД, 
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ф "0 Хий! 


60 + gerogo- 00+ трио 004(182816"0 — 10 0616670 
мо 004(11091270-| 004448181070 00411648179- 
бо + (12003880 004(088111"0- 00+ 05997570 То ~ gessit- 9% 0"0 
-"мојЈ 11085 
zo- (15990200 = ТА 
070 
KOCJAN 10 5219990 диманоонв 931312495 ай до ЗАПЛУА 
1) 
iO 40 544ЯОЯЧ AHVOINOOHS омат?мом 081419345 
070 )*o 070 
“004454 40 зяянона 01413545 40 S;YIVA 
18 | 
гходачна JO S344940 41419445 
10 + лыр" – со + (11579070 го + ([92179*0 20 + 15705 %- 
Ұй ~ (1038110 £0 —(157#18`0 Ро -(1145®1°0- 50-418088У70 
20 - 409818“0 10-(16089770 £0 - (159597 '0 - 10 - 01299170 
80-1(11568170- 20-0159:80( 0-  10-01098140 00-41 81810 
ко - 1598870 10-(11:09170 ep- gerst- — 10- qoérop'o 
: SHOTHLVIA 199 313 
0"0 0:4 
0*0 070 0"0 10 + (10000170 0*0 870 
00 + 1000040 00 + {1005$ "0 00 + 10005270 00 + (10072150 0*0 


Ж 


= 222. 


©0+(166619'0- 


10-41110386"0- 


00 + (155095970 


60 + (196621" 0 – 


ит - 


00 + Дог 7975 


$04 (61855 o- 


20 + 17024570 
99 + (1060020 


00 + qogs Tt" 0 ~ 


50 + (18589 2"0 
664 a EPEA cto 


00 + ДРЕ ТО 一 


10 + 095: 02790 一 0*0 
"Атила CIN? 
0*0 50+ то 

60+ (69028 "0 一 20 + (121902"9 
0*0 00+ 8119670 

Lo + Bogre O- — 00 ~ (12674279 
0*0 — 0441960270- 
00-(g99829'0  10-(12418"0- 


%% £04 1600170 


бо + До 2900 - 204 (0726280 
n*ü 00+ r[goggp "0 
Го + (16922'0-— 00+{1ї89511°0 


0 004410612:0- 
00+ ОКО 10-(181086"0- 


"АТИЧА ISI 


ЖЗ 


(Lrld.LilO SIHL NI ӨНСІКМІӘМІ LON HUV 5МО112УЧ1121Ү9 884815) 


60 + 1809220 


0"0 40441 810174 
004(10905170- 2044(08118 0 
06 00+ ПУТОВЕТО 


070 0*0 
ттавта X 
£0 415512870 £04 (1241£6*0 
0*0 070 
10-4119:11"0-  004418860470 
0“0 0"0 
00+ 90115 О 00 4-(10158170- 
0"0 0*0 
NOIL ITOS 
10-1(100001 50 = TW LL 
gU + CELSE U 20+ (19814870 
0"0 0*9 
004-(181182"0- DOr (9 08У"0 
ТЫТ 07% 
oU + (qq9TSIT'0 00 + (12F981"0 - 
0*0 0*n 
;NOILD'IOS 
go 6101000970 =ЯИ1, 
60515709220) 20+ ([06568'0 
0"0 рео 
004 ((36356"0- 004Ф(12/8:0"4 
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То + 0116802"0 
То + (16820170 
IC -ҮТЕ СЕТ 0 
10+ 19092170 
КЕЗЕП МЕ 
00+ @12752"0 
105 (1681890 
00 + 1122688") 


tG + (реге I" ~ 
004 (198762“0- 
00-(152488"0- 
T 98221" 0 – 
10+ 20291" 0 – 
104 (188408"0- 
ТО + 215750 


104198 06870 
10+ (188566:0 
То + (10988850 
10 (121012 0 
19-- (01582297 
10 + 126997 "0 
10 + 01607 o 
10+ (12®280*0 


00 Каргы - 
00-(108658"0- 
00 + ЛАРЫ - 
00 + 98 209" 0 ~ 
00 4 (I£!269" 6 — 
00+ ([S£6£8*0 — 
COT 66690 = 
90 + (TF69F9"0 — 
00--(1098у79"0- 
00 + РАР" 0 


00 4(195658"0- 


00+ (po 2T9* 0 — 
00 + 1108640 – 
004 1586896" - 
00 + (1958 25" 0 一 
90 + (1 55825" 0 一 
00-((:088 р"0- 
004 (155958 0 一 
00 + (168082 "0 — 
004-(181816“0- 
00-4(198:8р2"0- 
004(11621170- 
10 -(]25888'0— 


00--(12808170- 
00444169 88170- 
00 + 02 291" = 
00-419198170- 
00 + ПВРРСТ"0- 
00 + (0 971" 0 – 
00 + 1092 1170 ~ 
ETa LIHAT ~ 
10-110610670- 
To- 115780 一 
10 - ISEEs21"0 – 
10 – 06999" 0 – 


10 - 4971990 - 


Їй дет“) - 
10 -11465:670- 
Т0 – (185180 – 
10 -111856670- 
i6 一 (16/522 0- 
I6 - q485[*0— 
FO - (20 50170 = 
20 一 (159909" 0 一 
£0 – (19899 20 — 
£O — 6180: *0 – 


00425182579 
00 4 (1921570 
60 -- (182866'0 
00+ 3513570 
00 + 9595 "0 
со + 00082" 0 
DO + (10000570 
Dü + (18952 0 
00 + 31812" 0 
004 cT£T£02*0 
00+ (T0528I 0 
00 + (18811170 
00--41128410 
00 + (Ts90FI Q 
00 + 0025170 
00+ [0066170 
QUT Cyezout'g 
10 -(05/£6"0 
10-412218:20 
Ї0-14100469"0 
10-1154898" 0 
Th- qorere'a 
10—{]929951°0 
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анч й 4УЕНЭВЛЬРРРҮР Нит ЭЭ БРЕ ТУЙ БІН mum? 


10 + 299960 
Точ (12696650 
То + 41922760 
То прев о 
19+ (12882570 
[t4 0961270 
То (01101270 
10 4-448100870 
10 + 029 162"0 
Та + 1841689 
10+ (16819270 
[u + Пее Ее 0 


рали пан вия Фаза TES ib "aT rri тип Яна кип 


070 904 49/605 '0- 
10 -(16689370-| 00+ 00606 07 
00 = ДЕТ "В се+ 1198608 0- 
пр + (ri T59T*0 
00+{1%@414'0—- 00 "осе 0- 
06+ 182192 0- 00+ 1980661 t- 
08+ 4:011:*0- 00+ qerre o- 
Dü + (1087 95 0 — 40+ 916 179 — 
по + (180118"0-| 00e 07188170 
00+ Готро - Пет ([01ЕВТ"0- 
20--(126 69"0-  004(18881170- 


[ 


01 (115 0- 06 (156881 0 – 


тас шин гэл ич: Фет ЧИН uma аг 44-нд"! њат Ячи элч 


00+ 0990270 


00-4-(109008"0 
по (18508770 
со 228970 
00+ СТЕР 0 
00+ 1954879 
00+ 083147 Q 
00 5290р '0 
00 + 1290660 
по 0962679 
00+ (00570 
00+ (18562870 
004413:508"0 


ции ЕР РР ++ КІН haad ppp ШЕР АЛА 


а тай +ЁР 
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这 重 完 成 了 所 述 问 题 的 讨论 。 读 者 可 以 采用 程序 FEMID Ж 
下面 的 部 分 习题 。 


5) Ей 


3.71 ЭЭЛ С ду АДЕН XR АЕ ER ЖәНЕ, A 节点 
FERE ZEHN 5 gs. 
3.7: ел «63.973 Ву Hermite ук c mum РЁ ХАЛАГ a 
3.73 H SP EE 3.520] ЕН ee Нн ЭА AU | 
3.74 SI PZ НА л, СЕХ. ЇЕ ВЖ ЕН 
ш = sin[m(a, -8,54,8231, 
ЗКЛБЛЮЛХЭР ITAY, jS WP ПУНИ, 
yu = би ігі ©з = 0 ss =] 
T их ЖЖ м лоу В ЕН РЕ ЗЭН 1] ята. 
3.75 Жо fe TE] P3 38 а IH A3 Po UE Ч ВЕНУ SERE XE НЕ В, ЖАР 
УТ Же (3.1) ГЕ У, НИНЫЛІ мн! 表示， 


м 
I = > fu) (a) 
== 1 мэ 
жн, МАЯ НОС ЖЭЛ Эй то Ay, T ЕЛ ВЕЛЕ (3.59 ЗЕ ҮЕ РА А 
HIRIE ЭВ ЗЕ ЊЕ Б ЖЕ Sa DESTEM N лн, > ЭЗ, 


E = taa — на Cb) 
BERE UL 32 4 5 3 
„ 
ПЕ. > PE), (c) 


ЯН feti Boc ВУ FOLE де XE и n ЯН, 2ч (а) и, ЕТ Coon же 
СНЕ, Кага (3.10 РЕВ, вж. RAER Ж 
ЖЕНА ХЭВ РА СВОЕ» 站 的 插值 误 益 ， 并 采用 方程 式 (с) 的 
ФЕ OR ВЕ ПЕН. «сан?а 25, Қор, C rE а РЕМИ ӘКЕ 
(PO 或 发 散 率 (P< 二 0)。 

ЧЕ 2] 81 3.76--3.80#, ЖНА ЕЯ А 3.170 Б! Б (a) Newton— 
Cotes 5020 (Ы) Gauss 一 Legendre 积 分 计算 宣 阵 系数 。 采 用 合适 的 积 必 
E39], ӨРГЕН ТЕ ТО ВТ ЕВЕ IDEE. 
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3.76 
Кіз- ээ (x) SE гах 


T, 
би, = [taedia 
X. 
Жар, pE Гасгалве ін ра. 
3.77 АЛКИНА] ЖІ, E ЖЗ .76. 
3.18 
_ PTT diy А 
Kas уан 
бїї» | фаза 
г. 
3t, VEJER (3.97) rpHermitec ний (М 3.72», 
3.79 М mp EE 3.73 WJ 1р (x Hermite ЖОНОН, НИЕ 
3.78. 
3.80 


KiS (ош dui y dr 
ship, р = ГЛЕ + 36774 7, Я = ABE ба Е Bi IF KL, 
3.81 ЖИЛ СН ОН 5.1: ir 7] 5, 采用 一 个 单 苞 和 两 个 单元 
ту БОЖЕ Br ga МА tj ВЗ ТЕ АНЕ Ят НО о 
3.82 АРҚА A HHS AA Мона, (3.589 


са) иот (83642) =й, 
- 1 
(5) (аза =)! = а (аға = д 
| 
包含 计算 机 程序 的 练习 


4.83 fu T TEIEPREPRO, НИЕМ САНА (3.1) 
уз. WREE ET ИЕР БОВЕ. 

3.84 S OTEEPFSHAPE, [frfipv y a. Б BJHermite d ох = 
Шалы, Ни. dh da ау ах?, шв ti Ди база ИГ Jacobi 

3.85 817 УВЫ) TF RUPSIRESS,HU NE НЯ СН SESEX 流 
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{293.31 МОЕ ЕЖУ ПО ИЗ БАН К РЕЛЕ Т (21 8.82). 

3.86 ВЕЩ (ACASO) МИРА Ш ОР ЕЕМ О, D IZ ñi 
IB] >J ӨВ: pn = 17 ЈЕРКЕРНОТОНАРЕ1, 

3.87 45-Л01Г8461 Үс (sU EPEFEMID), НЫНА Sn 
3.52 rp BT IE BS E IK šA. SD ШКЕ BU [а] БЕ „ 

3.88 qi [EH HULEEEFRAME, ME 93-37 РЕНО НЕДА Ва Л 
于 框 汇 进行 分 和 析 , 注 意 , 可 以 用 改写 子 程序 STIFF 和 增加 一 沾 子 程序 TRANS 
《为 了 将 音 郊 窒 阵 从 局 部 坐标 变 撞 成 总 的 坐标 } 的 方 甘 修改 FEM1D，, 

3.80 4E T EUPSTIFFE, ERRES d [e] ІІІ PROB 模型 。 不 
SE ЛЕТО HII Td TH ER ВО 43, CR Reddy(1982)), 

3.90 ЖИҮҒЕМІО ВИ JEE PF, И: НЫЕ ЛЭН ЖН xp Еј ВБ 
TF CH 3.211 № 23 3,10213.31», 

ЖАЯР КЕМО f£ E cia TF ИШЕ РЕ СР 3) ДИ А E23 8 3.61-- 
3.69, 

3.91 Ж/Н2, «жел. 15300) 11 8 

3,902 X Hj —— оп BE SIR 3.91, 

3.93 ЖАЛА РЕ OL 8E 5] 813. 10 #42 5 [И] t, 

3.94 жи Ран вал GEBS ARO ЖЕ 31080 3.16 26 DU КЫНЫ ЛК E |] 
是 。 

3.95 АМА ЯФ 7 Е 3, 1789 — HE WE TP d 

3.96 Жа) 4167 Ал: (ЧЕЧ ATO ФЕ A SG ТН 和 (б) 相等 
的 一 这 单元 网 格 ， 解 可 题 3.29 的 和 ouette 流 问题 。 

3.97 ХО ЋЕТЕ НО ЊЕ ИГРЕ ТЕ IS] BH АЈ ВЕ ЗА РОГ, 

3.98 ж а) 4 个 线性 单元 和 《by 24 W oc fit ЈАЈЕ IRE EIE DIS D RE 
ЖАЛЕ ЛЕН С) 3.32», 

3.99—3.110 ЖАН УН fg Hormitez rx ја ЈЕ 8e 3I 3, 35 —3.46 № 
ER [8] Їн] ЯЙ „ 

3.111—3.112 12639 9 76 Саза ре PER SG H (b 24- — x Ron А] 
E МЕ Э-ЖЕ ФР ЈЕ S) XX ЕЕК И У BB XT ЖЕ 25 ІШІНЕ, 
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第 四 至 ”二 维 问题 的 有 限 元 分 析 | 


4-1 概述 


二 维 问题 有 限 元 分 析 包 含 的 基本 步 台 ， 与 第 三 章 中 所 述 的 一 
维 问 题 有 有 限 元 的 分 析 步 难 一 样 。 二 维 问题 因为 要 用 偏 微分 方程 来 
描述 ， 分 析 来 得 复杂 一 些 。 二 维 域 2 的 边界 通常 是 曲线 。 因 此 ， 


有 洪 单 元 是 一 简单 的 二 维 几 何 图 形 ， 访 图形 能 用 于 对 一 个 已 重 的 


一 维 域 近 凰 描述 。 换 铝 话说， 在 二 维 问题 中 ， 我 们 不 仅 要 寻求 一 


个 己 知 的 篇 微分 方程 式 的 近似 解 ， 而 且 还 要 用 一 适当 前 有 限 元 网 ， 


格 来 近似 已 知 的 域 。 所 以 ， 在 二 维 问 题 的 有 限 元 分 术 中 ， 将 会 出 
现 近 做 误差 《由 于 解 前 近似 ?， 以 及 离散 误区 (由 于 域 的 离散 性 )。 
тваъмж свещи» Нели, ЕЈ. Ж 
形 和 四 过 形 单 元 ， 它 们 租 此 在 单元 边界 的 缚 点 处 要 联 。 用 有 限 单 
元 的 集合 能 表示 不 规则 几何 转 形 的 域 ， 它 为 解 居 表现 在 各 种 工程 
领域 中 的 边界 值 问题 ， 锡 供 了 一 个 很 有 实用 价值 的 方法 。 
ЖЕҢІН БІЛЕ BU E УЛЕ — EDI ВЕНУ ЖЫР ЛЕЛ 3] — МЕ [1] 
НЯ, ЗЕТЕ ДА И R DC Ју ПЕК ЛЕ ПА И Га] БИ ty БЕН ЈЕВ. 4€ 
пени таре: СОО ҚЫ — AE ЛЕ ЖОШ 
Ши, {ЕЙ гт {у ВТЕ БА; (22 Уна 
Вие (Hi, њу), "E EE EQ Ч В ХЕ Р И, ир Жил Ти, НІ 
一 对 偏 德 分 方程 式 来 表示 ， 通 种 成 对 出 现 。 第 一 种 形式 方程 式 出 
НЕЕ HERRIA TF ВН а, ЯЗВ. Ви, Pu 
ВИ ген, ВАЖЕН B LEE C 0,382 20, ВО ВИКИ А 
. 252. 


Баты та. 


Еа 


йг жар 


程式 出 现在 平面 弹性 问题 的 描述 《Ca 表示 位 移 的 天 量 )? 和 在 不 可 压 
缩 前 流体 问题 〈& 表 示 速 弃 前 矢量 ) 之 中 。 轴 现在 弹 伺 平板 的 村 曲 
方面 和 出 现在 不 可 压缩 流体 流量 通 数 公式 中 的 四 次 篇 微分 方程 式 
的 讨论 在 这 本 概论 性 的 书 中 不 予 考 虑 。 然 而 ， 我 们 将 研究 包含 在 
一 组 一 次 方程 式 《 殉 4-5-4) 中 解 的 平板 弯曲 的 普 换 公式 。 


4-2 富有 一 个 标量 函数 的 二 次 方程 式 


4-2-1 标准 方程 式 的 描述 
Eft 95 АНЯ ПЕ 


а ди ди а он ди y 
за ар ty) ute 


34-8,664-1-0 (4.15 

Брај Сі, 7-1, 2), а, ЛИФМЕЯ XE XL SER PERI, н 
їн. їз р Їн] АЙ HARFER ЖаН. РЖ, ЈЕ 
сүү =а»„=а 48ү,,/-4:154:-0, АЛТ x (4.1) НЕ # 2) 
Poisson 方 程式 

—у+(аун)=] 在 中 中 (4.2) 
кін, УВЕ. ВАЖНА ШЖ v Ју На РА Ку 5 
量 ， 梯 诬 算 子 能 表示 如 下 ( 见 2-1-4 节 》 


ЕТ (4,39 


К ОВО Эг ЖА .1) 的 变 分 公式 和 有 限 元 公式 ， 
42-2 ЗЭХ 

在 二 维 问 题 中 ， 有 多 种 几何 形状 能 用 作 有 限 单 元 ( 见 图 4.1)， 
我 们 很 快 将 会 看 到 ， 搬 植 画 数 不 仅 取 决 于 单元 结 点 和 的 数量 ， 而 且 
取决 秆 单元 的 形状 。 在 推导 阶段 ， 不 必 有 限制 对 任何 特殊 单元 的 讨 
论 。 我 们 假定 8 是 有 限 元 网 格 的 典型 单元 ， 无 论 是 三 角形 或 是 四 
边 形 ， 我 们 将 建立 方程 式 (4.1) 的 有 限 示 模型 ,各 种 二 维 单元 将 在 
下 节 中 讨论 。 | 
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图 #4.1 ЖЖМ КҮН ал. В ВО. Са» Hj = рол 0 Р NEG 
(b) НА н Ол”, влом ЕАО». 

РНН СІНЕН RAET Ion ГРАНАТ) 

о 3X4 HELLE pL Жо жиен ир RU НА ЖО TROIS 

(4.10, Жалама BUS | 
_. Ә а | 

o2] al> 32 1 ЕТ А PL" 


ATP 


ou 
F, = а, (Дан -一 一 


ы H 
за 194 +a 9 十 位 ws- -一 
gr OV 


ат 22:17 


为了 分 别 对 芷 和 进行 网 样 的 积分 ， 我 们 用 分 部 租 务 方法 积分 
ДЕЛ 4.4) РАЈА B Y. ЕЕ 
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-fin 9 ог T 
t Эс = а гі (4,55 
жел ағ; = _ 9 + OU р 
"Os ^ dày сол) у Р 
然后 利用 方程 式 (2.19}) 中 梯度 СЕЕ) Е ШЕНЕ F РЇ) БЕ 
а _ | 
| SOF dedy- P oF imads (4.,Ба» 
| E CUF )4хду = ф ‚ОР nds (4.65) 
r 
ХООР, n jin, ЈЕ ТЕ МИ АГ” У РА ЕВЕ ау) BIC By a), 45: 
n 一 n, + я, | = соѕаі + ѕіпој (4,72 


ҚОЛ АЛЫ) ЯЛЫҚ. ESEA. АНИ НА 
程式 (4.5) 和 (4.6)， 我 们 得 到 


o | (an tars ОШ 2) + 55 (9.19 RITE: » 


жаен едили р. o|» mr 


£n, (во 9 +а„,9# јаз (4.8) 
Әх ду 

MAHENDRAN, АПУ ЛИН РЕЖ ДЕЈ ЖЕБЕ 371 ЯЖ 

ВЕС Abu ЕТ ВАЛЕ RO, ІП 


q. == T. (cua Ss ди Эн CHE ғаш БЭ, 

(4.9) 

By РЕЛ НК 25 ЕЕ САМА ЕК В). ра ЖЕ, = 

qes zr ре Қал BEF = F i+ F,] Пл. 34 дуу дээл 

а ај, ==<—,;= 0), 9, iF #F25 Ре ЖІ ижа Л 18:24:01: 128 

ТЕХ ИИ, Ла ВЕ 5. пп, ЖЕЛАЮ Е 

Жаң УУ Зе КИН, Ca бел РАКИЈЕ Ур, а. Д № 22 

НУ Е. 

方程 式 5C4.1) 的 变 分 形式 用 下 式 给 出 : 


ou ди E ди ди 
0 = J ГЕ rye T ir ду“ 99 ay (Ci Sa +415 
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tavu -ъ ту -中 vq.ds (4.10) 
ге 


这 变 分 方程 式 (4.10) 咸 为 方程 式 (4.17) 有 限 元 模型 的 基础 。 
4-2-3 有 限 元 公式 | 
Jj füskCA.100 254) ЕН, “ВОН еі Е Пр ҺЕ ХХ 
вм, ЖЫЛ ЯХХ(4.1023Н 2 PE В АА. 9) Py q, 是 
ЗЕ Ву. {ЁН Т ЖЕ ЖЫ 
= LL (4,119 


1-1 


式 中 ， МОЖЕТЕ ЛАС, ЫЙЫН ЇН. Му ЭТЕ IË BS, ЕНЕ 
ЖЕЛІ 


402, Ni) = б; (4,12) 
TE4-2-4758 (2514-4703. РРА ZR HE B5 = ЖР ЛИ XE TZ л. YE Sh T. 
好 的 具体 形式 。 


用 方程 式 (4.1317 的 4 和 vv 用 芒 代 入 训 分 式 (4.10) ЖЫР, Що, 
我 们 得 到 


ЛІНЕДІ 


ду 
„ава та ә ИМ” 127222 


f p 1.7.018 į = 1, 2, e. H 
ое . ге 


或 
> Ко и = Есе (4.13) 
1-1 
хор 
: 39; 21: оф 
MEE 2: (а 1-98 5 tai С) 
udo кав: S де, +a; m ) + бааз (хау 
(4.14) 


Роз | fodrdy+ asas 
а : r 
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р, АИ а; таа КР, Кү?-КУ/ CKE RA. Ж 
С4,13)3 2s В ERU. DIAEA., ЕР, КТ 
ji fei ВЕ ЖЕН HE SR. 
4-2-4 WEAK 

分 析 变 分 式 《4.103 fH SK СА ЛАУ ГВ а Ag E НА, 
Фф; ED Бу Ez lu ВВЕ РА S. ПЕ ИР ВИ Я, УМА ЖА 
mE ЫА {у ЕЯҢ-Ж, ПНА P OR жн EAE P НУ AE К ЖАП 
Жу, MA л Lf F| BÓ Et BJ e ЛЕ (ИЖ agg xps СЖ 
BJ. ЖЕ--ЖЕ А, ЕАН, Ве [в] у Ж МО ЖА Е 
ВЕРИТ, Ялан ЕКА ВЕНЕ — HB ЈЕ ЖЕЛИ АВ РК И, ЛЕЛЕ 
Їр, қы СЕРВИЗ в) ЖЕП АНК ЖИ 
对 应 不 是 唯一 的 。 便 如， 多 项 式 

HIL, SC HC Et е, (4,15) 
лсэн RETRED, Уен Е БИРЕ НЧ „ДА 2 — 
ЖЕ Із, ЖА, ° 

иңх,уу=сесу+сбс,х+с„у+ сугу (4.16) 
包含 四 项 СРЕЗЕ АУ) ЧН хи Ж ЖЕ Е, БЕЗ ЕЈ НИЯ 
Аул, ЕАН ТЕНЬ, ТО ЈА 38 па 5 
1-2 ку. НЕ ЊЕНИ АЈ ЖЕЛИ пре СТЕ = £8 JÉ IH sx 
于 有 结 点 的 三 角形 。 当 结 点 数量 等 于 4 时 ， 可 以 选择 三 角形 中 心 
(或 重心 ?处 为 第 下 十 结 点 的 三 角形 ， 或 和 定形 顶点 上 为 纺 避 的 定形 
СИР). ТЖ СТЕН Се 

и(х,уу=су+с,х+ су + ety + съ (+) (4.17) 
Е ЖЕН ЭЕ БУ НЕ ТЕН: СИ, ERER РАНЕН 
АЗ РЕ ла ЛЭН В). 22143, А, 

и(х,и) =су-+с„к-+-се,у+пт,лу + Gsm + сам? (4.18) 
р, ЇЕ ЛЖ ЛА N T НХХ ЕЛ. СИ, ЛЕЋ РАЯ 
ЕЛНАР ЖИЈ — ЖЖ), PH. ПАП ка S Jë RJ 
ЇГ 4.21 л 

ЗОВ АИ ЕЕ ЕЛ PA BU = В ЖИ ТН 
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图 4.2 ЖОСЫН “ӨЛ ОЛ БЫ а о. а) = k 28 35 (b рц ль, 
(c) а а саду Анет 


J6 RPE MH БЕГА. ЗЕ Т HEZE PER л #8118], 
= Ба №) == а Я šE Л; B БАН нін 

3E {1 2$ ЭХ ER TEXT HS 64.152, А 11. 7, 9) 2X ЭС, ЗВ 
完全 的 。 351145 MEE ELE (4.15), ЕЖЕ 

их, Yi) =и, i=1,2,3 (4.19) 

Ан, (ти СЕ = 1.2,.,3 ЖИЕС МЕ САН МЕ. YO HJ 
шіп, У Вел (4.19), dE DER СА. 15 и ЕЛ. 表示 成 
и BE А 


Uy =u tN} =C +6501 b СД 


и,-ви( И.) ЕСС, тезу, (4.20) 
ta =H (T. На) SCi т Caty РС Ид 

XB ЕЗУІ, ЖШС (3. 10) _ 
ul [1 ху Ду | (21 . 
Нь |1 = и: | | (4.21) 
Мн. LI ғ, Яя, јез, 


ТЕЙ, БЛЕЛСИМФР 5, Же. = Сіс1, 2, D ОЯНА 
(4.21278 38] 
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1 = 一 一 


Гну(т,у, Та) + В, (тай тт тай? 
e 


ЗА 
изу: - 2739121 
JL Ги а (из – Уз) + и, Су; — У) Ки: а? 1 
оре уд [Mi (za mi + иа (1 — та) виз (za = 21) 
(4.22) 
XX, А.ЛЛ ЭЭ ЯН 
1 ж, Hi 
2A,=| 1 «х, Hs 
l X, Уз 
= (T la - Кар) ИМЕ — Z (Ua 2 + Сау, S Tay) 
(4.23) 


f MH А АЛЕ МАЊЕ ФР ЫЕ, ТУДА ЕН fg. Ж ЖЕ (4,22) ЕЗ) 
е А ДР КАСА 15), а] 
HÈL Y) =н үйү (гу) U фр, Ст.) Ки, (x.t 


= > ub. ts (4,24) 


XB. vic dnm Sñ oam So RE ИН ра SEE 
Fy 1 n | = 
ИС = ЗА, (а, -B,r-c yu) і-1,2,8 (4,25a) 


Піе;, Вр 
а = ту; — Файн 


В, =; Vs | із-)--й, ННІ ЕЛЕНЕ ІНЕН ЖА 


Fi Xp — Xa 


(4.256) 
Diis. ЛЕА (а 2Ббут,  ї=2,}) = Зб = ІШІҢ Та, 
ад, = тану — 2195 
ЕРЕ ЊЕН же.” 21 4 ЗА эх, ЕУ О 有 旭 下 性 质 
у (им; = O. ; 1,//-1,2,3 
e 730 e 


8 
> 0, = 1 (4.26) 
1-1 


也 要 注意 到 方程 式 (4.240 Ж Y — Рап, нола ЕН 
面 。 这 里 ， 利 用 三 角形 的 线性 插值 函数 得 到 ЈА — >F m ра 2 


8 


Tus 4.43 ИН Шибх,у) 的 近似 式 。 


zo] 


~ 


4.8 == ЈЕЛЕ š Tú НЕ SR EE НЫНЕ 


ae, y) = 5 муб 


"= 
нийл ТЭЭН 


图 4.4 用 三 结 点 三 角形 单元 的 搬 值 ни ЭЕ Бэр ЖЕ БЕ Ни, УУ 
四 结 点 矩形 单元 的 线性 插值 函数 


我 们 这 里 考虑 形式 为 式 с4.165 ван, ЗЕЕ әрк 
зас, ҢА с ЖЕ, Әлі, ЖҮГЕН АА 
. 240 е 


ACE TO РНЕ. E 
u(E, T) =G, + 2,5 + с, + € „Еп (4.27) 
Зе 
иј=+=00,0) =21 
и, =H(G.05 = с; + 2234 
н. =и(а,6) =c, Cg + 2,6 + с 489 (4.28) 
Н.тин(0,б)-6:-059 


бе (+ = 1,2,3,4) 得 到 


је, [100 017 (Ма) 
| 2, | 1 а д о | lu, | 
lel 1 а b аб | LIN 
lea] 13 0 b ој Lu,j 
Г аф оо O | (“Y 
211795 50 Ян (4.29) 
ab | - а о a | Ма | 
| 1 —1 1 -ij іи.) 


Ю (8 
(5,1) -11 Š n 69) 1 E г = {фу Vi Va 7.) |“? | 
si м 
Les (84) 
= X ub. um (4.302) 
式 中 
Жақ? «(1-5 + -3-) 
V. Gm B (1- 7) (4.33) 


Yai, N) ын 


е ІШ 


Л 
b 
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у, -(1-2)2 


ИВ. ЕЁ ЯЛ 4.55 то РЕРИХ 
VICE, = 8,4 1,1 =1,2,3,4 


4 
“> уі (4.52) 


£ = 1 


[^ 3 


图 #.5 ООР ДЛИН 2 BJ [fi Ага 
сау ЧЁ? ДАР Gu (®) 2615 МИН АЖ 


注意 ， 用 对 于 过 1] 一 2 和 和 23 СЕ ПЯ РИ Е Зи 2 РЕЈА л) 有 
Bg ЕНЕ EXE (3.1750 取 张 量 分 量 的 方法 ， 也 能 得 到 四 个 结 
I BS XE Ја. ЈЕ БЕЈ ЕБІН ЕЖ: 
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| 3 Г 1 
[ п > 7 vi У, 
< | — — — > шш 4, 
Ба ир 21 PM (4.33) 


МТС nxn НӨ E 

ГІН Jy 4 .29Э1Ж 38, (ХН НД О ЈЕ ВЮВ, Ж 
пи ЛЕ МНЕ. ЖЕ 2) Е. 1р Е oC RETE ES 26 — ЖЕ 2735 НЕ BB 
же E. Ей i ng „ЭЖ HL В о РОА пр Қ, 
ВЕТ (4.320 ЁМ 1 要 求 如 下 

фа (Е, по? =0 іш2,3,4 

Pili N17 = 1 

IB wk E Da, ЖЕ = они = bA ни Е]. IB, 9 (S. n) D 
须 是 下 述 形式 

фа (Ë „пжса(а-- Ё) (6 - m 
TH У, СЕ) — V1C0,02 — 1, #1988] сл = 1/а0, ВТР 


раби 1 (a— ¿(b = (1 ~ = (з - 1 


ЖЕЕ, АЕТ ПОЗ РА. 
425 单元 矩阵 的 计算 

方程 式 (4.140 НИН БГК ЗЕ СҮ, ШЕН 
ЁОЛ СШН НОВО ЛГБ) ЕЛЕ Бу Am, H 
аҙ. Gor ИРЕНЕ] , 对 于 在 上 节 中 讨论 的 兰 前 形 和 定形 单元 能 
НАШ ІНЕ. Арпа ТА, Лақ (4.14) ЈЕР) p 
1132 91:01:53 43. 44-88 6811 EE. XP ANE ROG СБ ДЕТЕ И] gi is 
tAE), PETRA АЧ XC ШИ БОКОВА НА S SB л РЕВ 
па а НЕЗ CHE fp арай PIU ОРО) КНП ЕН 
细 的 讨论 。 

ЭРТ a ИЖ, jS b SUK (4.140. КСО rtg А pu ВЕ 
п:  Г5""1(4,8-1,23 LAB EELS Z8 
Ко ]=a LS | на, LS! ^ ] та,1[5'7] ca; [57 * jr ass 5 

(4.342) 


+ 243 + 


Хар 


THEE 2E IM 
sil. Ar az dredy 5:: = 263 Зу 179% 


534- Í. S9; 99: grdy S, = NT 


(4,345) 
n4 
потули 00 = ф атақ com 


RETER НЕЕ ЗН rR ЖЕ St ҢІН ТЕ de fei БА БРЕ Л ВЕЗА (4,34) 
1ТНС4,3598 РЕ. 


£ PE = ја JE P 75 85 83 ЭСЭР EE 
对 一 个 三 角形 ， 下 述 精 确 的 积分 公式 是 适合 计算 积分 的 。 令 
=: | ата ду (4.36) 
по Ei 


I, с — = AE КНИНА А 


a 
Г = А = 2 ыыр: 


па = (Ханое ) (4.37) 


在 方程 式 (4.3400 和 和 (4.35》 + FH S EE (EE (4.25), 
并 注意 到 
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а, В; OU _ Yi | 
ә: ЗА ЭН ЗА (4.38) 
得 到 
11 __ 1 1: 1 22 — 1 
1 К _ 
6 = да Сана, + (е Ву+а,В.)2 + (а Ya + Ey] 


+ ГИ. 08.8. +T, СУ, B; + YaB) + I, зу 


(4.39a) 
考虑 到 恒等式 а,48,84ү,/-234/3 CERA (4.256) 和 
(4.37) 1351 р, ШШЩ 
fA 


fis Lee, + В. + vp = (4,395) 
ТЕ 84.26 25 аа МА БОЛН, ЛА Уаз 44.250) ра Шак, В.ЛПР,, 
并 民 入 方程 式 (4.39) 得 到 单元 矩阵 。 
Бе T£ ЕЕ T ЗА. ТЕ ВЧ Ва л; ЯН PE 
Ваза, за АВ Ж. ВЕНЕ, (4.310 用 xz 和 和 4 
у ВИЕ тА ІН РА, 1918 
| 2 -2 -| 1 | 


p | -2 2 1 -1| 


[S Тва: -1 1 2 -2 

| 1 -1 -2 2 | 

| 1 1 =i -11 

[512] 1 27! -1 | | 
Е =! 1 1 

| 1 12-1 -1 | 

| 3 1--1--21 

TID а | 1 2 —2 —1 
66-1 一 > 2 1 
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(4 221 21 
18144235 2 1 (4.40) 
35 11 2 A 2 
i2 1 2 4) 
теби i 1 1" 
вео ви | 
KERM Mög КЕ АЯ PLA 53-11 38, 
ёл" 中 алиса (4241) 


ЗОН, Фая ав АРГУ 5 АЖ. c3 Ге 的 一 部 分 与 域 
QI AT ASE ДЫ, ОНОО ЖОРУ. уси НО ГК) 


(c 


РАВНЕ УП ЗЕТУ ЖЕ а ли VR E pK Of ир. (а) АЛ 
ЁО Л, coo #ED KW ЕЛІМДЕ» (с) 天 实际 边界 上 为 的 计算 
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в, “ле н а, р 和 单元 7 的 边 Ср. e) 是 相同 时 (也 项 
ТЕЗЕ урези Ва ЈЕ тт), Је сі, D Ема тел (Р. 
а) Ба, ПА РШ СИ 4.60,с, АГ. PR dp dX 
за BEI, qta ЕР ЗНА СВ, Жар), вила ЖЕ ТЕ РА 
EHA km., YER — ИЕ, РБ, ЕЖЕ ЕМЕН CE 
Виши Е, иж НУ. 

РЕС BE ЁОЛ ЧЭ SL Ге ДЕ АВЕ у, BI. ШУТ 
积分 的 计算 等 于 计算 级 性 积分 。 当 二 维 插 信 函数 限定 村 ( 即 计 算 》 
边界 上 时， 我 们 获得 相应 的 一 维 插值 隐 数 ， 淡 者 不 会 感到 八 外 。 为 
了 记 住 这 个 概念 ， 研 究 一 个 部 分 迪 界 在 域 边界 上 的 有 限 单 元 С, 
4.66), JHE ig Ye yq, ЛЕВ. “Гэ 


(gas (4.42) 


РЕН УЧЕНИИ. ОШ, ВА 2 SL Ла YI DL. ІШ 
qp (s ИН РА Жо Ст, ЕЕВС ШИ, СУ АЕ ВЕ ТЕРТ. 
PN 1502, СЖ, Е ОР ЖИНС ШИ СА ЛЕТ, 
1111 1,243, В СУ ЕН CU; = 1- s/h, $, =s/h), R 
fi. 


(4.43) 


ША айз за, 为 任意 值 时 
Сад 


` q, НЕ ЭХ. ЇЧ 


4-2-6 STERSE 

4i 353; EE aX АЕ UE ГА] Л КОН Г] БАЯ лыш. RA 
—^- = ДЈЕП Ур JE A T £0 АЎ НЧ а PRIJE АА i Hj ООР 
СОЦ 4 тај, Кина, јел, 2, D пат РЕН ЈЕ В cu 的 
x ABER, ИКУ, іші, 2, 3, АЗАРТ И ло. 的 
жені. ДАРА Тајра И Fio мр, ИЯ ДӘ НИЯ 
ачлар F M XJ РА Ж: 

U, =) U,-uj = u? Го = чу = и, 


U, nat U,-uy' (1.44) 
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注 登 ， 单 元 间 结 点 上 结 点 值 的 连续 性 ， 保 证 了 在 整个 单元 间 
边界 范围 内 主要 变量 的 连续 性 。 为 了 说 明 这 点 ， 可 同 顾 有 限 元 近 
似 武 在 线性 三 角形 和 四 边 形 单元 的 边界 范围 上 是 线性 和 的。 因为 一 
个 线性 多 项 式 用 两 个 常数 《有 即 在 边界 上 的 结 太 和 值 ) 可 以 唯一 确定 ， 
而 常数 在 共用 边界 上 两 个 革 元 中 是 相同 的 ， 由 此 得 出 在 单元 间 过 


FP ERE НИ де ЛЕНУ. 


крака 
D ы- 

0 

КЕ + KID 


| ке 
KAY Үг 
0 


к + кор кр Кр 
ке + kg 


O . 
кек 
p. – · 


4.7 ЧУН НОЕ тайы САРАТ к Е) БИ АЭС Е [Ыл Ж 
НИЖЕ (ay 2 个 单元 的 集合 : Оз жағала 2 


ПИ ТАЈ АН ЈЕ ПОДА НЕ E €4.440 和 方程式 (3.25) Җ 


合 单元 方程 式 


0 = > (вас Ter ХАБ _ {ку 
“-і | 


2 ин Г па | 1 
=> гуне | 5 Ка F) | n=3 nQ-4 
ғ-і 1-1 L d 


і-і 
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0 = 80 ГК + Каму, +K GU,- Е] 


+ б, КО, + күр, + кєз, ин ғам 
+ 9 KAU] + KU, 4- KU, - Е‘2 2] 


+ 807 КО, + КУЛУ, + КО, + КОШУ, ~ FU 
+ŠU [KUU кколу, + К 0, + КУУ, 一 下 全 
TOU, КО, + КОЛ, + КЫ, + КУУ, — Е] 
ОК, + КР кк), + КОЙ, — Р] 


(4.45) 


ООС, (+ = 1, 2, e D) 的 系数 ， HA E {1 Ar ЕДІ 30, 


得 到 
| Кал кү; Kis 
къ KH + күү ка + кү 
Ка КУКА Кука 


0 K кш 
Lo KR ку; 
ЛЫН 
U,l ЇЕ Е? 
ХЕ Us |=| Fu) УУ 


U, Fs 
vo в) 


0 
ка) 
К qu 
К“, 2 
KV; 


0 7 
KS 
ка, 
ког; 
Куз | 


(4.46) 


CER, ДЕР F ЭВСЭЛ АН КО2ЯП5Н0%] ЈУ КЛУ АЕ, НЕЕ 


ЛЫН. 


上 述 描述 的 组 侣 方法 能 用 这 样 的 方法 来 整理 分 析 ， 访 方法 能 
避免 方程 式 (4.40) 中 兄长 的 我 数 运 算 。 对 图 4.79 中 有 限 元 网 客 
细致 的 观察 表明 ， 在 每 组 总 结 点 和 每 组 单元 结 点 闻 有 下 述 对 应 的 


关系 ( 见 下 页 表 )。 


这 种 对 应 关系 为 我 们 提供 一 个 组 合 单元 矩阵 的 简单 方法 ， 该 
法 从 单元 符 阵 用 相对 放 的 表 获 得 总 的 系数 和 矩阵。 例如 ， 研 究 如 图 
4.?7b 记 示 的 有 限 元 网 格 . 总 的 系数 所 阵 位 置 18,4) 包 含 瑟 2 + КО), 
而 位 置 (4，4) ЕК + KO + ко Ко, Жел Эс rR, 
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Minimum | 


A SS А мол ЇЇ) За ода 
(1,1) iO OL 11] 1, D 

(1.2) ол 1 М 61,2) 

(1.3) 单元 1 的 (1 ,3) 

(1,4) МА ТЕ ТЕ АҢ ВИ В 

(1,5) ВЕЛЕ АН ВЕ XL X 

(2,2) BR Ou 1Н:02,29713й 2221 )61,13 
(2,8) AIPE, ЗИ GLA C1, 12 
(2,4) 单元 2 的 (1 ,2) 

(2,59 单元 2 的 51， 3) 

(3,3) отну, ЗУН МІ CA, AD 
(3.4) ои 4,3) 

(3,5) ЈА ЈЕ 48] (4,3) 

(4,4) Нало Дуо, 8 

(1,59 0242,3 

(5,5) Ра 52113, 3) 


位 置 4 包含 Pa + Fit + КӨ + Е, д НЕТ СІ, 52.01, 6), 
(1, 7), (2, 5), (2, 5», (2, 7), (3, 6), (2, DAG, OE 
gl ЖЭ МО, D PEEB ОНИ, K,, = 0J, 
94.1 HA Poisson 方程 式 《 见 例题 2.8》 
— уси =] ЛЕ (Kz, y): 0«(r, џуј<сајт 


ди ди 


DD = т = =u m — 
ar. . F) àp < ‚ 0220 и(1, у)зи(т, 12-0 


(4.47) 

їй tE JH КЕН = 28 ЈЕ ТИ ЗЕ Те ножа ки, 

нЕ = 3 EENH 

НР ОНЕ РЕ Ar =y 对 称 ， 仅 需要 研究 上 部 的 或 下 部 
的 三 角形 域 《 见 图 4.8》 闻 可 。 涪 对称 维 ， 主 要 变量 的 法 | 条 导 数 
EF. BEB- iE, RA 4 个 线性 三 角形 第 元 的 《可 等 
ED МЫНА СЯР НО» Жо ЛЕНИН D, ВЕН: ЖЕДЕ 
PY D: Е, 
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ы 


мж 


“| жи им T ES. 


box 


[54.8 3 = #B E А Ju д. РУНЕТЕ 28. лс [и] ЕРКЕ НО P №, 
(a) 例 4,1 的 域 和 油 界 条 件 : (0 НЯ Л cH ЙА 75 В (2х2 n 
j x +) 


ҮЕ, Ват, SAMS АТЛАН РА ЖЕЛЕ Л EZ Ба] Е— 973, 
ЕЛ. НВА Е Бу ЯН, (НЭЭ BIS. УПИ 
单元 i 来 编 单 元 2 局 部 下 点 的 号 和 码 СШ ВЫХ ЈН ЕН У S01. 
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WEA 4 БАНА ДИ ЕЈ BJ PAG НЕ, НАРТ ИНЕНІ 
СУРЕН НЕЕ, ЛУ а ЗХ У р Е РА 
Юан SA RESO. МИНУТ, Я Рид НТ эс 
Jy E SN | 


# È й = ” А 
К“ ? = В: у аи, уз f LE (4, A8) 
я, чел нон 
ПЕРА а. =0 а,=0 
Вау = В: = > Bs=0 
1 
Fi = 2, — 2, = Ü P= – =. в гд 
у, =(1— 22) фы. = 2( 2: — и) 3 = 20 
| | -1 о 1 
коза | -1 2-1 | 
| 0 -=i 1 | 
1 QU 
1 DEM 
АЯА -ш 22. 1 4 (1:2 
espe 
1 О? 


Ap, ОН РА 
(Qi = 中 ааз 
1.5 
= | Газа Са, Ыз], „Ят 
n.n 
«| Ге реа, 121... ФИ 
Ч, ах? Ст, ит, -, dx 
Ото? ois 
О китове и? =1, 2, 32 Еден, В. Олт F 
ХН С ЖЭ х = 0. Бу," = 02 
. 25 2. 


0) = 05) + 04 
ка, ОАЖ, 而 在 图 4.88 中 指示 的 艇 头 表示 9 的 方 疝 ,不 
AEQ BITES. 
TE ЖЕҢ, вв EAT (Ld SERE ROC ЖЕ BJ FUR xë TH ЭСЕ 
(3,21), ЗЕЯ РЖ, ТЕТЕ 


[1 2 8 | 
w=]? ` 7 
2 4 5 
| 3 5 8| 
集合 窍 阵 的 半 带 宽度 等 于 4。 


有 限 元 网 阁 集 合 系数 矩阵 是 6 x 6( 因 为 有 六 个 总 结 点 ,每 个 绽 

点 有 一 休 来 和 即 量 )。 利 用 总 结 点 和 局 部 结 点 间 的 对 应 关系 ， 集 合算 

阵 能 直接 得 到 
1 


| 2 8 4 5 6 - 
ықы” къ кр 9 0 0 
2 0 
(61-3 кака KI о кизкаро қыр 
1 
4 ко KE 0 
5 对 称 的 кр KIP KS кр 
6 кр) 
(4.492) 
1: Е 1 
4: Бироа жө 
зе Во 
{FF y= г 
4! коз | (4.495) 


Б Бр.) + КЪА} 

в. Е: ) 
ГК тој [KU DC 3) (DK! 9? Je CK ОТЫР МУ (721) = 
(Ер (в), ВПАРВА (4.480 ЯШ (4.490 得 到 下 述 组 
侣 的 方程 式 组 ， 
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Г 1-1 о: о о ог. | 
| -1 4 -2:-1 0 JEN 
1 | ọ -2 4: 0-23 0 U, 
LE TT» | ee | + 
2 0-1 о: 2-1 0| |0, 
| 0 0-21-1 4—1! |U; | 
| о о о: 0-і 1111, | 
(11 f Qi 1 
3 Ot + 
| 3 lo encor] | 
= 54 | T | + oe с: (4,509 
| 3 т +OP + 0,9 
(1) ( Qj ) 
я ТЕ PA RJ А FH BE 7r IR] 26 xE B9 ЕНЕ 
U, =U, =U, = 0 (4.51) 


ERP HEE Hap MARE RRA ЭРЭН ЈЕ F сит: 
ОМ! = О + QU = Е = 0 
Отвор. е (05) + 08) + [005; + Да + (QV + 0 614 
= 确定 是 零 +[ 消 去 给 出 零 ] =0 
ООО! Ду + Оуу = 0 (4.52) 
QUU -QS + О = Бр + ПШ = ОУ, Жиш 
QE OP HHO = О: + 0, ЖЕ 
Ола + Оз = ЖЕ + А УЖИ 0 = Да, Я 
Е 
ят “ТЭ  ЗЕННХЕ Р 4.850-На. CPGE. Я КЕЗ ГЕНӘ 
PUE {Ж О, U IU, 3 ЛЖ ЭЛ ЫГ AAO Өз; ОЛОХ: 
见方 程式 (4.500 Жі. (4.02318 A FE: 


[ 0.5 —0.5 0 ]1[U; 1 Г 1 1 
|-0.5 2.0 -1.0 | (9, | 24 3| (4.53) 
L ò -10 2.0j LU, ] ізі 


— 


解 方 程式 (4.535 НИЛ, (15:41, 2, 3), #28 


Tug [3 1 0.5.11[1] 
r _ 1 
по, | ваја тов |а | 
LU, ] 10.5 0.5 0.75 1 L 3 | 
[ 0.31250 1 
= | 0.22917 | 
| 0.27708 | 


РАТ  Х CA 540 fT 
| ILE 1 ( — 1 – ў, sU; ] 


| | 2А 

| нэ | 

орко | = | — U |= 

| | 

| о | |i | 

L j L 24 J 
F 52 YE kE ЖЕ bd p. 


0.5 91 FU, 1 
о —1 Ui 
0 оруш | 

(4.24) 


[0.197917 | 
| 


| 


| | 
| — 0.302083 | 
| -0.041667 


(4.562 


注意 ， 当 采用 上 定形 单元 时 ， 不 能 利用 对 我 们 有 利 的 沿 对 角 钱 
лет. БИЙ, АВЕ А2 x 21953 fu ЖАСЫ, 
Bii. О E RC PU LT №. ЖЕҢ his ih th PIECE, 

因为 在 阿 格 中 所 有 单元 是 完全 想 阿 的 ， 我 们 将 只 主 算 一 个 单 


ло йе 887 РЕ, PIY JG ПРЕТОР. Ж 


ие (1 = 22) (1 —28) фса,2-215016-21Ы) Шал 4ху 


фа = (1 — 2г) 20 


qas [5 [2° 5 ӘҘ; 091 Ovi Әф; 
ко |; J. (z z зи ду 


Эах ау 


. 255 • 


otf? 


с 


ой oW 
图 4.9  HI£E UE XE TÉ ЈА Јо БРНА . 138 У IR OC P HE, 


f=| раа 


(4.57) 
计算 方程 式 (4.57 中 的 积分 ， 得 到 [见方 程式 (4.34) 和 (4.407 
Г 4-1-32-11 
(o1. 1 - 1 4-1 -2 
UE 6 1 -2-1 4-1 
|-1-2-1 4) 
(1 | b 
1 |] Qi" 
Ft} = = 4,584) 
{ } 16 | 1 | Qi | ( а 
[1] 19%) 


үн 


Q: = [recs (2,5) ] ,- dz + Jaa cz, lx dt + 
к, Ға 
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«| | ray rs dz + | пазе we oa Чи 


(4. 58b) 
而 (mj 19 зет Ала Но ААА СН, a-2.,—x,—25—27,, 
b—Uy,—Ui =s —UsD, 
PU Вто pes mais cr ЗА ЖКН EROS T ЗАРА НА 


1 2 3 4 5 
1 KY Ko ө KU кү; 
2 | KU KV) ко ки кој + Кү? 
3 | ке; 0 К; 
á i| К, + ко КИ, + КУ; 
rK]- 5 | 对 称 的 ку + KU) Кү; + КО, 
Б 
T 
8 
5 L 
6 7 8 9 
0 9 0 0 1 
ФДА 0 0 0 
ко 0 0 0 
0 Ki ГА 0 
ко, ке K K ко ко 
кк 9 ко» KER 
ко! KS 0 
Ку, + Ку, K, Fi 
ки 


1 
(4.59) 


ВА ВИНЕР (为 以 后 使 用 ) 用 下 式 给 出 
» 257 • 


гэн, 
Е!) „ЕЮ 
К 
FEDO Е? 1 
QU P a КЮ FUP. FIO [B] = # 
ЕК + ЕД 
КЕ? 
Е + Е: 


(49 
Р, 


14,602 


ан ci а L 
D D A ЕЛ 
р = i 


нь 
— е 


в. 


ЖЕ P їй НЕ EE f] ROG LEE ЕР AT 238 ра ГА) B d Кан 4, АЕ, fH 
(:9::1:3::5:55:8:4:2-58 
Жена Ју ва (4.59) 用 下 式 给 出 


Ns -u е 1-1 ЁС! о о о «а ||л 
Е |: 
а -i 1-2 一 让 — 2 Ü 0 ü 72 
< 
4 0-2 -1 0 0 
Ме -> o -1 -2 
1 х | 
8 `. 16|. -3 -2 —82 
МК 
8 0 一 全 
МЕ 4-1 
8 
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1 ` о? 


ET О? 05 
` | 
1 | Qt 
ша | 007015 
211 4:410104 QUO + 068) + 018) (4.81) 
16 | | | QU? жоғы 
E | x Qo? 
| | | (32 4 QUO 
| z | с, P 
іі, Е о 
КЕНЕН НЕ. 
U.-U,2U,-U,-U,-0 (4,62); 


rJ 20 x ок E HEF IPT g” ИНТЕ СП 4.9) 

2-0 QVU'uOU-0 О-о-о = 0, 未 知 量 
| Он 1-0 ООО вО = о (4.653 
在 方程 式 (4.61) 中 ， 所 有 其 他 次 变量 是 求知 量 。 未 知 量 VU; 矩阵 
方程 式 的 陈 缩 形式 用 下 式 给 出 [ 见 在 方程 式 《4.61》 中 插 导 内 的 


HJ 
4 = ] — 1 - 24 fUr} ва 
11-1 8 -2 а | 
6 —1 -2 8 -211|0,4 1812 | 
--2 -2 -2 16 lu, J lal 
- (4.64) 


ИУ. = U, 《外 为 对 称 性 7)， 我 们 能 把 方程 式 04.64) 写 为 


[ 4 -1-1 -2 ТІГІ”, 1 上 11 
4 | 20-13 28-2) 20-23 0, | == | 2х2] 
B 


| 16 
| — 2 -2-2 16 J LU 


1 , 4 J 


(4.65) 
为 恢复 系数 矩阵 的 对 称 性 ， 式 中 第 二 行 滋 以 2。 解 用 下 式 给 出 
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(U, \ Г 176 40 32] f 11 (0.310713 
| ©, 2r 40 60 20 | | 4 | = | 0.24107 | 
LU, ) | 32 20441141 lo.19286 J 
(4,66) 
жи EO: Ом) + ОУ ПОМ, + О ЕВН 
( Q^" | f QV т (11 
| о-о | — | 02 + Q 42 | — -4.| 2 | 
L Qi 1 L о + ӨС! 1 1 1 
SU 4 
| го -1 0 -2 | v, 
+1 0 — 2 -2 | 
L O 0 0 -2_| lu, J 
|-10.1785/21 
= | -0.29286 | (4.67) 


| | | - 0.126793 J 
ЈЕЛЕ ВЈ Е, 052-209; Сн] ЖОР = Ооу), 
BT ЛУДА] 85 = fg JE Bag В ЯН ЕЕ І-ІІ BJ 5872-20-20 84 5819) 
ЗЇ Л св, 15 yes X 2.95 и МОИ ЕЖА CET = 0 РУ 
是 变化 的 》 ЖЕНА О. 96 ЕН —— i 253 КЕ Е, ТЕЛА. ЗЕ ЯТ 
比较 ， 也 可 见 图 4.10。 当 与 级 数 解 进行 比较 时 ， 用 16 个 三 角形 单 


7L 3x 28 B] E ER ЖО БЕБЕ А ІН. 

34.1. 方程 式 (4.47) T IRC (O0, 01-1-1-4-4 HERIR 
三 角形 单元 ка AERO.) FERIS) 

4 单元 | 164455 | 4 单元 | 168822 || Ritz DT T. 
0.0 | 0.3125 | 0.3013 | 0.3107 | 0.2984 0.3125 0.2947 
0.25. 0.2709*| 0,2805 | 0.5759*| 0,2824 0.2930 0.2789 
0.50 | 0.2292 | 0.2292 | 0.2411 | 0,2322 0.2344 0.2293 
0.75 | 0.1146*| 0.1393 | 0.1205*| 0.1414 0.1367 0.1397 
1.0 [0.0060 | 0.0000 | 6.0000 | 0.0009 0.0000 0,0000 


чіт 0) 


935 — T 


их, 0) = м0, y) 


0.20 


Bu. I 
ах“ В Зи Че 
x Ч | 
0.15 а ама | яв Г 0.6 
о бил Ul y los 


---Hitz М 2.965 
— a XE (2.95) 


-1 wo: mu mm mm kem ите += L L 
P- ғ. dm АЛ. = қоз єн АР 


16 f& >G 


0.05 ж). 


0.1 02 023 04 05 ба 0.7 08 02 го. 
E[4.10 五 限 元 解 与 二 参数 的 Ritz 解 和 和 方程式 (4.47) 的 
К ЖЕЛИН Н 
在 域内 的 任何 内 部 点 、 解 的 梯 诬 分量 能 够 计算 。 对 № 元 e 中 
RACE, У), A 


ат = © = Хий йн 2 
x s8-35864 (4.68) 
а, (ву) = 28 = ну WE 
вж 1 


іа, ЖЕЛЕ, ЕЖА а Бата, Вж, pup EE 
ЇЗ ТЕ ВЕРЕ ДЕЛИ Васа E EREA Саут ВЖ, ma, Ær 8 
线性 的 ) БЇЛ, ЯЖ, 


а 261» 


三 角形 单元 (4835) 
z 
( 1 л DA 
quc VU, = (и, c) =U, - у) 
= —0. 16667 
1 3 (4, 69a) 
4) = = А У шри = 2(0, - U, = —0.10417 


矩形 单元 C4 单元 ) 
4 (12 
Ч. иу» дУ: = — 201(1—2у) + 2U,.C1— 2y) 


-1 
ғау), | AU, 
біз ог лүш — оп 
4, 50.25,0.25) 0,11785 (4.695) 
съ) 
аза У 4 = —2U (1 = 2r) +20, (1-22) 


+4 О — 421, 
q,'(0,25,0,252 = ~ 0.11785 
Нбр По, SY x BH Си = 0.125) a. Ш #4 on + 
图 4.10。 
应 该 指出 ， 这 里 壮 塌 的 问题 [ 即 方 程式 (4.47)23 有 几 种 物理 解 
ТЕ (382.22. ІШ BE АЕ -- 71:293 53 РАД НА ЖАНУ ER Dr IE 27 
JÉ T sd о а Жут = 0 和 y = 0 的 边 是 陋 热 的 ， 而 ВЗРИВ 
ВОН Ло Ға ЗЕ Ир UOS puri ВЕДЫ ЕХ НЕ ЈЕ 
z = GRY = ORTA BB ЖЕ ЖЕ JU TRÉX. 
заела В ВЕ. Е НЕ ñu TH ЯН сы 
(26): Bu — К В ШИН ЗОЗ Jy и] ЕШ хш, CH 
ВН 《 磅 /平方 时 )。 在 这 种 情况 下 ，t# 表 示 Prandtl 应 Лай 
Ж, ОКНЕ ээ СЕВ Ву): 
ч 
tee UA 
ЖЖҚ (4.470 WIES — RRER £S H Rh F Khi Ы ОРИ) xd 


e 262. 


. ди (4,70) 


ft. МЕЗА ЖИЋА ВБ, "ЖЕЛЕ ЖЕЖ Ах Е 底部 测 
Ho. РУ ДЕ ЯК B СК E. ПОЕН Бак ВА 
_ Ән ди 


бул 9115 Фа билэр 


Ан, а Та, ВЕЖУ, CERP, BIEG =0,; =1), 

ЈА HE 25 ра РЕЈ Ek r B| ГЖ- + 5Е ТЕЗИ РЕ ЖЭ Л 
БЕ ТЫ Ан АЧ Лу ЖЇЗ Ж» ЛЕВЕ F. ЗЛЕ ЕЈ НОВЕ НА 
СЭР 

ПАША БАИЈА ЗЭН ИУ К CHI ТЕН) ЩЕ. BÉ 
т [l ЖЕ В DRE E RB Pal EL БАНА БРОЗА ZR СЕР HL 
и ЖЕЛ ISO BU Bü э) HUB p] Ийт Б КИ Ry и a YE ҰЛЫНА: 
的 方程 式 是 式 C4,1) К-Ж ші, BI Laplace 方程 。 因 此 ， 
能 使用 较 讲 导出 的 这 些 物 理 问 题 机 型 人 的 省 限 元 方程 式 。 山 于 让 这 
西 个 例子 中 也 插 非 四 边 形 边界 的 讨论 , 仅 悟 用 三 角形 单元 的 网 格 。 
ЗАГОР ЕЈ ТА НИ TE n ЛЫН, E ЛЇ BL y 2 0 ta. pu МЕДА Ma 
Вл u AEA ДЕ је ЗЕ, 2314-2458» ПВА 
MERDEER. ЛЕА НЯНЯ HL GE 
Вт, чашей. 

例题 4.2 с {Ж Ый АЛ СЕНЕ ТЕН Ж-Е 
НИ, ЖШ ЕР РАСЕ MEM. 11а) | Аа Е CHU 
一 天 类 于 液体 ) ЖИ, НН ПУ. ЊЕ 
ЖЕ ЗА НЗ F xu НЗ 

— V ик оч (4.72) 

ЗО, uH Ae РЇЇ р ——, (ПОМЕР, Ру (2) )u Bs. 
ЛЕ, Жи ЛЕ РЕФ, WW; DU YE HE НО 


28 ш 2% "m 
шал Еф, ВЕНЕ ВЕЕР ЖИ 
2990, 29% 

Әл ду 
ҖЕНЕ АЈ ИН SUR. ЖЕЛ АЛЛЕН ВО НО £a. СН ЗП P Tu W ЪТ 
+ 263. 


(4.71) 


НА 


(4.74) 


ца! 


& 中 出 现 的 。 


' 
~ X DUNT | ч Ээ Зэн ұсак ЧИ 
ew > 
хо 
+ 
Tat 


tbi te) 


图 4.31 НЯ Ба ЖОЙПУ EF IIS =Ë J ЫЫ то Ж 条 
ФЕ. Ca) {Ж РБ DICE ORMARA (ec} 速 度 势 公式 
МАНА E 
ii Et БАВЕ 201121 Pr 25 РЕНИ FA НЕ СОК 44.110). 025 
HH Ahh: pik, БРЗЕ Е. БА. [Ej E Но На m Sg 
- со. H T x;2K E RISE BR НУН ХА, ЗЕ Н 2] 
же“ СВЕНИ В АВСРЕ». НО E, ЗЭХ СЭР 1 
ЕНЕВ РТР, МЭЛ PIX БЖ AS. ВЕНЕ 
MORS aie ВЕ НОЛАН ХР, RARS EHAR БИ НЗ ЈН 28 
(iR Сул = оў А РР Е САУУ 
3» у, 
ду 
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4 Mi 


кн, У ЛЯ АНКЕР. НОРУ o KEH ПЕЕ, 
我 们 用 积分 上 述 方 程 的 方法 确定 在 E 点 上 的 流 线 值 ， 


Е FE 
; d$- dec Чы = | У du =Valye ya) 
А А 


或 
февуфа ФУ Су sa (1.757 


出 于 在 进口 处 速度 是 不 变 的 《好 常数 )， 在 进口 处 # 悄 从 4 点 的 0 
线性 地 变化 到 五 点 的 了 u，。 


ТЕ НЕ Ра FARM. ТИ НЕЕ Е ВЕ ТЕ МЕ ПАЈЕ ЖЕНУ СЫП 
ЖЕН ITA, ВЛАСИ ЗА Ин Сің CD, W 
It. ЖМ РЕ ЕД ҖЕ ДУ ДЕ нов, Hu p up ЖЕ ЈЕ ПОЈ Е S SE E 
(ПЕНЕН, НЕЕ ЊЕ И) о ВЕН — БАТ ВН 
нар НЕ ИЛЕ СА, 12а) У Y gium m, 
ЗЕН, EAE be Т SSS НОЕ СЫЙ 4.1529, 
МАТЕ: ШТ ИЕЫ. ХОЛЛЫ КЕ А SX. РЕ: АЕ СКИЦА. 12атн 
ВЈ ВН SB 27 > 不 是 零 。 


44.12 НЕЖИН ЛИ Нл. 19) М 
ВО 11 35 ЈУ] (157. 14 ГІ» СБ) р РА ñ JG 


. 205 • 


--------- 


单元 矩阵 的 计算 是 简单 的 。 对 一 个 典型 的 直角 М 76 СЕ 
4.,125)， 单 元 系数 矩阵 为 


(4,752 
iis, МЕ Li 210101 E r. 10532818) AX. xl 
网 略 中 的 单元 1， 存 在 【注意 典型 单元 与 单元 1 局 部 结扎 编号 间 的 
对 应 关系 ) 


Г 4 - 2 0 | 
- | 1 13 3 
кесл- id 13 _ 5 
Г 3 3 12 4 

о -> 3 | 

L 4 4 | 


жгынел, ИЛ Er e ЛН. REN CRUS Eu EX 
(ВЈ Ж] БУ ЗА GOLA EHRE 为 
. 266 • 


J 2 3 
1 L ' | = 1 
| n 4 ма i; 
2 | | 5 2 
9 | > 5 6 
4 12 6 3 
= ! 
3 4 1 8 
б 48 5 
ГВ-- / 5 8 9 (4.77) 
3 5 9 B 
: 7 19 8 
10 8101 
11 а 11 9 
12 11 14 95 
13 10 12 11 | 


14 | 12 18 11 
ib |11 13 141 


ЇЕ Ж, ЖЕНУ ЛЕ лос ЗЕТЕ САО ИН = 0), 
qup КА НЯ BUB CBp;j S (4152 是 (Fn 
= ]) 
CU, 2U,—-U.—U,,-U,.-—0.0 0i 28 
U,-2U,-2U,-U,,-2.0 БА (4.78) 
U,-1.0 НУР акта 0, УИ 
ri А АЈ SL JE 
Ре ЕР, ЕЁ, = Ра = 0 (4.79) 


ЭХ, ECHADA., ЖЖБЖ АЗА УРАН. А, Врани 
ЖЭЛ ЭГ SR ТЕЗЕ А Н ЗА ЕЕ СЭЭВЛПТЕРИЙА.,ЛҮВРГ Ау — 
FO. 

ЛИН REER ТЖО, Us, Оро) 8 8 
四 个 方程 式 


. Z67 = 


| К» Ksg Каст) Ку; | Об F, 
| Ksa Kirin Кусу», T | | 

Kirio Е11.:3» 7 Mii) LI 
L Кузеаз) _) Uis Pa 


li 

"rH 

= 
и и 


ЗОН, EWA ia ЕР, СН-ЕЧЕС НИЯ ЕО ÜN 

4 | 

> KU; 1-5,8,11,13 і-5,8,11,13 
(4.813 


БОШ, FA FAH ВИСЕ жӛні (4.78) 和 和 (4.7922 
F. =—К„—2(К+К&+К&+Кє‹ц+›) 
解 方 程 组 (4.800 Ж 
tU. =0.93913 U, = 0.50436 (11, =}.0863 7. ЕТ, 09432 
(4.82) 
ШОРТ ph ӘНЕ C SE КОЖ НЕ ПР) Вж, ЖЫ, ЛЕТЕ 
AB ЕНШ у аф дле – и, POPOY u ЖАЯ e a. 2.2 


280 


ыт" 


.-. == # EG 1л PU ЖШ SE Ri E. тт.” 
一 Бя л л ви | 


0061-44-11 LLL L t4 1 а г Да Lot х 
па - 5.0 . . . 4. 0 


Шала ВЕЛЕЖ ЖЕЕ НИМ ВЕНА ЖЕТ НУ ДО Бэй EE HH ЕК Bü РА CIS А) 
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中 。 注 总， 单元 1，4，5，83，12 和 13 不 存在 与 预期 的 流动 场 是 一 
HEHA, ЖЕН ДРЖЕ НЕ МЕ ЗЕТЕ 13, АУ. Та] AA 
Ат OKP) ЖЖ IE ар Я ӘКЕЛЕ zx. 

34.2 ШЕЖИЛЕЕ Ы Ор АЗЫ ВОВЕ ПЕ - eme) 


! | 

1 0,0 0.9391 | — 0.9737 0.057 
2 – 0.0406 1.0000 1.0028 0.0162 
3 — 0.0406 1.0805 1.0029 0.0356 
4 0.0 1.0006 | 1.0284 0,0123 
5 0. 0 0,6044 | 0.8048 0.4094 
6 — 0.2232 0.9391 1.0350 0.0570 
то - 0.2232 1.3955 | 1.0550 0,1707 
8 0.0 1.0809 Í 1.1251 0.0356 
9 -1.2087 | 0.6044 |, 1,1717 0.4024 
10 - 1.2087 | 2.1722 | 1.1717 0.5509 
11 - 0.4317 | 1.3956 1.5519 0.1707 
12 0.0 | 1.8273 146217 0.2405 
13 0.0 2.1727 2.4132 0,5509 
14 - 0.0863 2.0863 1.8623 0.0 
15 ~ 0. 0863 1.9137 1.8623 0.0 


"УЕ хижины, ШФЕ С. 
速度 势 公式 
速度 势 $ 的 边界 条 件 能 按 如 下 得 出 ( 见 岁 4.11c}。 事 实 上 ， 在 
Е Яна БОКЕ УКЕ Е, и, =ЭФ/ду =0 8 T ЕНУ; А. 
ZEE. АЕ Ен, = opor = — оФ/дн Е НУ (= 1), mn СР 
ЖЕЕ Фил ӘФ/дп = дф/дг. Мина = ОФ/ОЛТЕЯЛ ЕН ЛАН АЈ, 
我 们 假设 $ 是 已 知 的 , H Z< е Реж EE HH ЖИ AE SEO Жз Е ША 
ЇЕ, Ж, ШСОРЕФ-0, НА НИЈЕ ВК REB SPD. ЕН 
КЖЕ aK z ó ba BE, ЯСЫ EREEREER, НХГУФ 
得 到 相同 的 结果 。 
ЈАР ИЕ рН УН ЈНА ЊЕ ТЕ ВЕЛЕ НЕ За ЖЕ НО ЖИВ БИН Ж 
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CDL 4.12) 

Us =U ys =U #0 (4.83) 
ВТА, 2, 3, 12, 1384, PF AUR БИГ ХМ НА ЈЕ 
Río, 85811, ОРЕЛ БР„=Р»=Р,,<0; RISE q, 
=дф/дп = 0, ДЕДА, 6, 7, OWUIOHRP; =0„ ДЕ НА, 12,15 
ЯАЖ, О? OK HPE, ЛЕД, 217135), Apon = дави — 1, 
ЖП REESE ова АЯ зла 9 1—3 БЕН 72) (4.41). 
~ BD ILS ЛЕЙТ tuki РЕЛЕ =1—ы, ФО -иЯ = 1. ВЕ x 


1 
Qi? -| (= 10% (уби = -4. 
| 2 (4.842) 


1 
о -Í Србу = – 5 
Ф 


Ні = 1383. ЛЕЛЕ, ЖЕНЕ рЫ К А А ПУ ht. Sh 
F i= —0,5 РБ, = - (0.5 00.5) F= =0.5 (4.8405) 
ТЕА длин, ЗЄНДӨЄ ТТХ 11. ЕН ES H| E 
PLE» 为 
U, =4.8656 0,=4.5944 #7,=4 8371 U, = 3.4020 
Ua =3.3480 0,-3.2094 17,-2,1948  U,-1.7924 
27. =1.6217 U;,-1,.2066 10, = 0.9811 (4.85) 
本 公式 的 速度 分 Ен) = офи, = оф/ди МЕ НА 2 ф, Е 
УЕ ЗЭХ БЫ ЖУМ ЕКЕНИН ТЕ а, В EC How НУ НЕ 
Té pg 25 ЛА БН 52 5 — 8, 
КОНУР I D HH ДЕ 29: Hi [У УК ЕН ЯН 24 ROO ERE ВО ЕТ У Н. 
4.3 Он РАИ) Ery ТН АЙЛА НЫ Ж. 
层 ， 甚 基本 微分 方程 式 用 下 式 给 出 


а: 2 ф р 
-(ан? ча: 92) + но YE Q rh (4.86) 


Жон, 411Жа,; ОБ Ле ЖОАО IBI ROS XS (КИ 

Жэ, Ф”ЕНЦНЛГИГЖЭХЖЛСЖЭ, АЛА K SEE ЛК 

FRERE 3143, JERKER Жо, MA mE 
. 270 + 


ЗОН, ВАРНА (4.860 ИНЕК R P ЈЕ 
目 然 的 条 件 


ф _ 
00 Re+, 5 25 n, = Фа tl 

基本 的 条 人 忻 | 

ф= Ф. ЕР, Е 

Ар, анг, ЖОГА R, mHPi-D.-F. 

研究 在 一 个 3000mx 15001058 ЈЕ К ОС E 4. 150 rH К SE Ep 
ВЕЗЕ ФЕЈ и. ТАБ 285 ЖК НУ ЖК BR афудв = 0) „1 
ЗА У 200 НУ ДН Л К: p = 2001), Ї jk, BHS — 2 ñi] ЗЕ pr 
Ër ЈЕ, CUERE 0 злос и КЕ ( m) НОК АЖ 
ЈЕ ИМЕ E МЕ (1000, 6702801900, 9000 BJ Br S. E238 ЕК 
Ж, 335)  Оү-1200105/СЖ от) Q, = 2400mš/( +2) 
HEURZK, 

一 个 具 存 64 个 三 前 形 单 元 和 45 个 绪 点 前 网 格 用 于 模拟 此 域 
СА 4,166), ВВ 20033, 35, 37, 39398 20026, 28,30. 
32) мы. ЕЕ, МЕКЕ ЕН E Co МИНА 
的 日 的 是 为 了 阁 明 单元 内 点 源 广 闵 力 的 计算 。 我 们 必须 计算 分 布 


Сүр 
(4.87) 


г1900, 2097 
= W|0.24m 3 / СН. т? 


ж 1 


= 
(1000, 670) 


аура аг) = дату Н 


== ee pr Мрт ñ т ттт 7 TET =: 
ET аи e р, 


—- 3008 m 一 一 一 一 一 个 
Ч қ ob. ML ` .. .... 
А: зам. Ü 


4.13 {Ө 4,338 PF КИНУЛ НН J Ti u A EP 
, 271. 


въ СЕНІ) ud сж) PJ 54715358, ЛАВИН 
TT IH: ЈЕ k HR ЕЕ 2. ТЕЗ D H Us takip EI 
Fe 

ЕЛЕЕ. ӘПЕР — И НЕ [0.24m3?/(CX 
«mim d. ШОНГ КТ 212 5 25135138 X С 
БУ, ЖИПННАЕН 21 Б ЕН УІН БІЗГЕ P 的 
ЕЕ. | 

25 1 21 | о. ds 

£i из 22 | co ао ds + | co 209 ds 

£523 [cozi ds | co. 204194; (4.88) 

结 点 24 [osos они 

ФЕН 25 | «0.20919 ds 


XT ES Eq UL ЈЕ £X TEE IH НИ 105) = 1— ЗАЦ (5) = s/h, 3X 
зна а 23 КАНА XC CBE RR | 
|; 90:08 = 4% й = (1000) + (1500) у)" 
° (4.89) 
qo = 0.24 
下 面 我 们 考虑 点 源 的 作用 。 因 为 点 源 位 于 单元 内 部 ， 我 们 用 
ЗН Б 3 Е. ое. М, ЖІСМЗГІЕ 19) НЕ 
Q (m, уу= – 120005 — 1000)0(у — 670) (4,902) 


ыт, 00 ЗОВЕ (2.1100 Н Dirac ES ВЖ. Ж 
ғы Я? = [aQ Се, uy dedy = —1200y5 (1000, 670) 


(4.905) 
J& sc 195468 fic РЁ] ЖЕЛЕ CR dn НТУ Ap ЗА, LEE 4.160) 


ұлт, = ua (а: +В. + iB) 
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(125, 0) 
(5) (с) 


4.15 Hh ГЖЯЛС ЭЭ Н Н ОСЫ ЕЛІ АРИЈЕ; (a= ff 
BLOG BS НЕМ АБЖ 5 4164-1421 ло, Cb} 河滩 入 的 
部 力 的 计算 СОН T ДА ТОЧ НУ Жо rig mir 


А = (375) а, = (3875): а, = -3750125) 
Яз = 375(125) В1=0 В, = 875 (4.918) 
B= - 375 ур= = 375 у,=125 75-250 1 =н то) 
й = 0 — 375, ІНІҢ 
1(250, 295) = 0.2133 %:(250, 295) = 0.595 
Í (250, 295) = 0.1911 (4.915) 
МН ИНЕ АЈ AE. Cox. БГ ХЛ (mo ЕД 7) 
Спа С + m?*5758g 
О U,-U,-U,-U,-U,; -U,,-U,-U,., =, = 200.0 
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- .— .— r +.  - 0707 


Ғ.р= 54.08 F,,—F..-F.,- 108.17. F... = 54.08 

F s= —255.6 Ғі,- —299.2 ЁБЕү.--115.8 

Е,,з-1440.0 F, = -410.4 Е = - 549.6 — (4.925 
216211, 142217, 19, 20, 26, 27, 3033 和 35 ВО ЕМ 7] 
AO. Е ГЕН Ня. 

ЖЕНІЛ СТЕ РА E ЕЛ ИНЕГ GLO; Же К Бр ЛЕ ПЕК — 
аи Ва 17? тл. АИ ФИА. 17а** Оо, K 69 ОКА АЛУ 


Ї 


фе 190 #3 180 ф- 175 ф = 180 ф= 190 


05100 m 


一 一 区 一 一 We 一 一 一 一 一 了 -一 -一 -二 一 


Д ` ж. оға 


(^5) . 
41.17 ЛЕЈК КА d РЕВЕ ЖОН, (а), 


СОЖ ХХЕГ 


* 417350 4,170: “8 14.1701555 4,178--85Н4 
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Ы! 


ЖЕЛЕ Ы 28, JAB М ЕЖЕ К.А, ЖЖ 
{л NUES). БЕН ЛЕВ Е ШЕПТЕ Ab. К 
ВТОРА НА RASA RR RATE УЕ УИ, 
Àk a тн ШЫНЫ S Га] ЕН Se BJ В ËR л ST. 
例题 4.4 ср ЕНШ) 我 们 这 里 研究 一 个 《 比 在 例题 
4 .1 中 研究 的 ?更 普 移 的 热传导 问题 。 更 确切 地 说 ,我 们 研究 包含 对 
流 现象 的 热传导 问题 的 有 限 元 分 析 Cus, леле РАЯ А НА ИВ Е + 
FLA RU МЕНЕЕ ВА BERERE УЧЕНИИ ВНЖ, 
--8-(82-925у.- 92) = f (4.93) 


т ^ ал 


[^ 


па ДЕНА ЛЕ А ЖЕ, ДЕ tz lu y E) P] ЕЕ А Ви (ће 1 • F) 
e W (ће та K5 3, jfi / E ТА {Б ЖИ A БЖ ЭСЛЭГ Btu (ће ft") ви / 
(b«m?53, ЈЕЗИЗ ТАНГ Bru. ЕК ЕЕ ЕДЕН Т: В 


БЭЛ ЖЕ 092383 НЕЛЕЕ q(Btu/h р УУ /һ), БҒМ, 


(>-9 от =n + буур ny) + СТ — Т.У-4-0 (4.94) 


іі, В Exp [РЕ Г р НА. ВАНА ДЕ Btu/(hefit 
"КУУУ (Вет? КТ. ЕЛЕНЫ Е. Бо mi yË H 
МЕТЈУ ЛЕ Ва, ЭС Наз] и ГЕ] ТА Ва, qusB — ШЕ ФА ке Во 
іні, ЕУ (4.94) НАСТ Т.ЭЛ ВВ, 要 求 对 方程 式 (4.10)、 
(4.13) FACA. АО fx pr 

方程 式 (4.93) 的 蛮 分 式 可 以 作为 方程 式 (4.8)》 的 特殊 情况 得 
Hi. EJEA (4.82, AYRA ЮУ ЕН. ЕЭ RE J un ka k SP 
项 : 


јЕ or ве ol 
or [CERE apo Dante 


5 егете абоз (4.95) 
Зин, ОА. 
ЖЕТИ (4.11) WA ЕЛИТИ АЕК (4.95), 48) 
» 275 " 


JD БЭХ, зо, ОУ 
> [K5? + н} үч? — pto " pi? (4. 98) 


1=1 


ХОЛ, 


А Әу, с Әф; ov 
кез = | A, 二 过 了 + ё, 2 јата 
Ж 2 4 ат ot ду ау ) У 


FP |. Арка + ф арза fs + ДИ) (4.97) 
г: 
н\?=в‹оф аз | рез вәф тоа 
p^ ге 


注意 ， 设 8=0， 我 们 得 到 未 考虑 对 流 的 热传导 模型 。 
对 线性 插值 函数 ， 三 角形 单元 的 系数 和 矩阵 Hi 和 Pi 为 


вр ‚210 gem 0007 
Енел | 120 | сл |921| 
[0004 2012 
Г 201 
B RV. | T (4.982) 
| 102] 
Ber се? Г11 Б“ FD OBS. жи 
(рој = парење | | a. 2 а | 
о j | 1 | 
WoT | | | 
на | o | (4.985) 
| 1 |] 


же, 80°) 385063 1-3 81 ЖШ. ПАО ді — ЛЕНЕ. Х` 
Жа ПИЈА Ја, АНУ Ју Ва nis сащ, ЖЖ Н ГА У ЖІ ЕРИ 
ӘРЕ, H ЛЕ aK 4. 9820 22510313 — 49304 1 的 两 个 矩阵 ]。 
ЕЕ. ТЕЗЕ ТФ, ПЕРЕ НО ВЕН] ЯР}; 
йлн ЕН ЕА ПГ SERE SI p ST БЕНИ ЈА o6 > pt d 
算 。 人 恰恰 在 这 些 单 元 虫 ， 须 计算 对 受 对 流 热 传导 边界 条 忻 的 边 上 
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£U A НУ #Е Ma 

НГ, 研究 带 一 个 2cm 辐 和 孔 的 8emx Аспа TE T 8 НЕ 
( 域 的 几何 图 形 见 图 #4.119)。 和 边界 上 《 即 在 长 边 种 短 边 全) 的 温 
 BEJRE20 C ‚Л, 41200 С Ч ЕРЕ о Ba PU 1 ВРЕДЕ W /i (Стек), 
їй Fi КОЗА КЕ pa] DJ XJ ИТ НЕ ЖА УУ / Com? „Ко 要 求 确定 
板 中 温度 的 分 布 [ 对 /= 4 ното, 

利用 又 轴 对 称 ， 仅 以 城 采 四 分 之 一 为 模型 。 丰 此 计 算 中 ， 采 
用 图 4.12 和 图 4.13 的 两 种 有 限 元 网 格 。 我 们 讨论 粗 同 格 的 公式 ， 
ЮУН BEIDE АЛЫНА. A 19701838) 3211-2522 8 PF УГ НЕТ 
вт. В, АЛЕН Io 138 A лс PED TETTE КЕЗ ЕЕ. 


қ 2107 [11 
15) | 50473) | 
нео у= oc | 120 } (pen ЭЛ" 1 | 
000 [0] 
қа 60,5) 
210 
а. 1860:53 | 1 
снаја | 120 | (4.99) 
L 0004 
т! 
с.с ЖӨНІ (153855, 1488 А) 
(S0 7 一 - сең» Hg ВАА, 48216) "| 
| | "M 
1029 E E вь? 
_ „7 | Bu 
хэн” 1.0-=— 
55.0 - - 
ЕН БЕН БЕГЕШ етер l I Ll L. x 21:1,1,1111111 z 
се 1.2 z 30 (311 50.0 100.0 
Fol (b 


24.18 pM ОЙ НЫ ЕБ CO ›( 1.49. (а) iB AK IE BR ER НУ 
3k i 23 dp, «+бО)й ЕЕ А ЕЕ HE £a 
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{P131} = <= . М” 
га 


| 1 1 
15(4732(0.5). | | | 
| | 


34.5 ҒАНЫ 42 PE EP PED Xo] 3417 ЕКЕ FB yc SZ 


мож „рх! X "| СВ». | 总 元 | 大 小 | PUR 
1 164.36 x 6.7 44 | 953.47 , — 27.19 
2 150.44 | 0.0 44 — ^ 945.12 | 44,39 
3 159.81 | 19.72 48 | 725.35 | 16,49 
4 114.5 0.0 49 |! 778.85 | 66.41 
5 139.24 34.69 50 | 732.16 | 65,33 
7 111.18 | 58.31 | 51 802.89 ` 79,11 
8 0.0 | 0.0 52 | 792.37 | 79,11 
16 02,50 , 90.0 53 628.36 | 90,0 
2 214.85 90.0 54 315.32 80,0 
25 512.08 15.19 55 | 882.31 : 85.51 
6 | 445.39 10.14 56 ‘1018,10 | 60,94 
27 | 559.19 | 38.37 57 | 831.16 | 62.22 
28 | 369.12 . 34.92 58 | 925.68 ; 75.95 
29 | 528.34 | 55.05 59 | 870.03 | 75.67 
30 | 332.01 £1.13 | 60 | 927.49 : 86,77 
31 Е 518.67 72.00 61 | 919.28 | 85.89 
32 332.95 | 30.0 j^ — 11681.2 - 59.29 
33 697.98 : 9.25 63 | 1088.1 | — 75.36 
34 723.34 | 10.69 ва — | 1168.3 | 72.53 
35 656.18 ! 31.88 65 . 982.68 | 74.49 
7 654.40 | 55.22 86 | 1050.1 | 85.15 
35 595.00 | 73,889 67 | 1029.3 | 86.09 
41 493,27 30,0 Ба | 1114.7 85.56 
42 | 911.43 | 8,3389 | 69 : 1146.4 | 84.34 — 
шине и не ла ин. 


Bun, М зи 
· 278 • 


10+2.5 -5%1.25 -5+01 ГТО 1 


Г 2 

| —5- 1.28 5+2.5 0-01 2119) 

|-5-0 0940 Б+0- [79 | 
го, ° Г 1773. 


ТЭ! 
= | биз | + | 1773. 75 | 4.1002 
LO? | | 0.0 j 
XTERRA HEENA ЕН СВЕН 
ӘТ /gn = 0) 
U;-U,-U,-U,-U,-2U,,—-200 =293К (4.1010) 
Е,-Е.-В,-Е,,-Е,,-0 Е, = 3966.23 
F;,—3986.234 1773.75 Ру, = 1773.75 (4.1015) 
Ж ОЛ EE S6 HB. Са НЕ) 
D. = 323.32 Пт 313.45 U,-2398.02 U, = 357.74 
U, =389.79 U,,-2 337.19 Uj: = 895.08 По. = 340.62 
(4.102) 
XPTE4.12304.13B РА АДЫ ББ, ЖЕ E ER ВИА НЕН 
线 在 图 4.18 中 给 出 。 在 每 个 单元 中 ， 温 度 梯 度 和 的 大 小 和 方向 COH 
加 蜜 网 格 得 到 ?给 在 表 4.3 中 。 


4-5 关于 网 格 形成 和 边界 条 件 引 入 的 几 点 说 明 


4-3-1 БОРЫН 

ыла СВЕ ИЛИН АЕ CAHE F — W 8) 68 ru PTE 
I 有限 元 来 表示 ， 它 要 求 有 限 元 专业 人 人 员 有 工程 淹 汤 能 力 。 用 于 
СЗ SEARRE, HR PRETEN, DRAED. JER 
СИЖУ. EE) Клее НЕ СПИНУ ROUTE 
пет. ВЗРИВ ДО АГ ДЕ БЕЗЕ ЭН НО 8208 Ra bk (后 面 将 
会 看 到 ， 可 以 采用 不 辐 的 单元 得 到 近似 域 和 近似 解 ) ,在 离散 某 域 
了 时， 必须 考虑 后 汶 、 不 连续 的 分 布 源 ‘ 即 源 集 度 方面 的 突然 变化 ) 
忆 及 材料 和 几何 形状 (包含 丁 第) 的 不 连续 性 的 精确 描述 ,例如 ， 
ARRUE БІЛЕ ҚАЛАЛЫ ЛАС» T ЖЕ ECCE US HEAR n ТЕ ES ACE RII ff 
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ВЕРОНА, РАЖ ТЕ ЛД. {БЛ {АЯНЫ ЖИКЕ ВЕ ЕН SER ЖУ ТЕ Rk РВ А РИ E 
Ei. КАЕ К ЖЕҢ se DEG, НН 
HE Ps US ЈЕ kj ло, БОЛ ЖАБЕ TEBEGUEBEBBBE. ГЕН Л 
жи рх W u ФЕ НЕ Па ХЕРЕ ЖІ CUEECOLHUAUED ЖШ, ЖЕР see S 
СИЙЛЖ p ВА то КОЈА ЈНА ЛЕ. ШД, ЕЭ а 2 ЕЕ 
1 2c Re vit In] 24. „ АА aj Ert Нои Sñ SE +E C PH Au ap yE ЗЕ НЕ ЗА. 
її 51 ДА, Ze НИЕ Алп ДА Аз В ЕН БЭХ vit H3 Шз rer ВЕ ox BETIS Ж , 
ВІЛЫ, TEILE ES XE МЕ ЛЕ dE SR АЕ Д M 53 —2r ИЖИ, 
xu FS ЕЕ РЕКС Врат А Ho НЭЭ JE ЊЕ E ELE УЦИ. ЙЕЛ ВЕ 
4r Vr Ix Wo k iR ЖУРЕ ЗЛ ТЕ ЁК A ЖҮ: pic hi BE vers Tu ЕН FB) 38 ПЛ das 
СШ) В ЖЛЕ ЗГ ЕЛ АУ RA vide p A ҖЕ {Үз {и ЕНЕ А DU SE 
Hu EE СТА 14.13, БЖЕ ЕИНЯЧЕНЛ ЕРІН — + El ВО СЕ 
^ НЕ BUE AE ШНЭ-- 38503 ДЕЙ НЫЕ Л, Ex Bu di 31, 
ЗАРА ИЛА, #2 ВМИ ihe T ЖҰМАҚ. 2111: УНИЈЕ, 
БЫ 25 RE JE ТА. Sú Ufa od ir Eg = fB НО ВА Sú fy ЯН БУ B9 Ное Е fy БӨ НЕ 
ха СТЕ — Н БОЛ H), ЕМА 2 rB E H Y = f cuf 
145. 2325, НЕЕ А G “远离 曲线 边界 》 ЖЕР 26 
《接近 曲线 边界 ?一 者 都 有 的 网 烙 ,或 者 用 将 在 下 一 节 中 讨论 的 四 
5 ВУК ЕЕ ДЕЛ, ROOF. АЯТЫ. #8. же 
改变 的 地 方 ， 需 要 加 密 的 网 格 。 

РЯ ТИ PEUT ВУ Тр ЕРЕ: (15 Я DJ rj БУ Рае ТЕ И 
Ж Од Wise, (23 ВКЛ ЯГ МЛ TE М ЖЕЛІНІ 
{ӨГ БЕ ЈЕ 5 Ва Ыру, (35 ЕЛИ ЗЕ Же fS ВРУ Et Er ft ЗІН ЖЕ 
的 近似 程度 。 最 后 一 个 条 和 件 省 去 了 在 酚 种 不 同 网 格 中 两 种 不 同 近 
ТЕ АГ У К. BATER ERT A P ,一 般 不 愿 改 变 近 似 值 的 比例 。 
当 网 格 疡 艾 时 ， 注 意 辟 和 俩 有 很 天 高 宽 记 的 单 苑 《并 单元 的 -一 边 长 
ЖЕНЕ». БІЛЕ ЕЕ (4.40) 94.76) пр, ЖЖ 
Ж РЕ НХ ЭГ ахо о Тайни Е. п а О а ДЕН. ЯГ 03 
LOB Ep XA ЛЕ ЕН Е С ВЭУ РЕН RE b Zaa F В. Е 
ВЕНА ЕО .1 和 19。 
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HES FI AMI "ЗЕРЕН ЖЗ» ЖЕЛЕЗІ СЭР а, ЈУАНА 
ЖАА БҮЛ А Ви эс КА де РА ИЕ ТЕ ua 5 во ка CIR HE ЕВО ЛИ 
ЖЕЛІНІ) „ЖЕТ EA Ж ЕЕ, ШӨЛ ҚЫН СЛЕМ 
ЖЖ ЕЕ» влее НАХ ИЯ, ШАРАНИ ТР ТЕ 
EA 38 0922390), ЗА РР ЕВА Pu ЕРИК СЫ р-р Я ЛИ Л 
ИЕ 146 ИН ИЕ ЈЕ m) JP pj БУ 22 ЕД АГ, МАЛЫ Ы ЯГ A 
Xo ЈЕР ВА ВИ A ДЕРЕ КАТА, ТЕЭСЕСЧЭН ЈЕ ЛХ АГТУ Са 
Же AED ip ftue ED „ТЕТ FOR H Ху Лено а А, j ik Yë 
Fk E з Бре B р БИН fr 22 bg . Bm TF K XUL МОЕ 29893 fs 
问题 ДЕШ TIn ЛІ ДУА; СВЕ Ју ко 近似 描述 ， 不 可 能 过 分 
关注 解 的 数值 的 精确 注 。 引 入 方法 各 种 汝 荆 的 稻 对 比 便 和 范围 的 
感性 认识 ,帮助 有 限 元 实际 工作 者 确定 何 对 个 正和 进一步 加 密 网 格 。 
AZ CANHA RIOR ALCEO ARA ЛЕ AT 
方法 必 不 可 少 的 部 分 。 

4-32 有 限 元 数据 的 形成 

有 限 元 屠 型 的 一 个 重要 部 分 是 网 略 的 形成 ， 它 包 揪 对 寻 点 和 
Бо Ч, БМ pA МАР ЯН, (Boolean) НЕЕ. ЛМ 
管 组 成 这 些 数据 的 全 务 是 十 分 简单 的 ， 但 数据 的 类 型 影响 到 计算 
ЖА ЖЫН. йыры, алына а аз ал EA) 
Ji TÉXBUSE Wu. БЫНЫ Ағаны ЕЕЕ ИЕН И, 
ІЗ ЛЕ РЧА. то Вел: ВО Нос. ЈЕ 4.19ацт,Ф ЕК ТЕ У А] 
MWERA A У, Алета, Ен И Е, ОО Р ОРАН 
усл, WA i—i., ТЕ 4,196:58 Zt ЕЯ МГЕ Е. 
те, ДАЛЕ НА, "ЭЭН e БУН ЕЯ Or, mú 
Јо HI ҮЛ E най у PH FB В ГОРУ СМ АА (3.220325 
2411 k Р RICO DE, Hop, ОР ДНХ ТЕЖИ, +E 
碍 ， 单 元 的 编导 不 影响 半 带 宽 。 在 分 制 最 小 数量 的 方 人 后 土 对 鱼 点 
辆 号 的 办 法 得 到 镑 小 的 带宽 。 在 通用 网 格 形成 的 程序 主 ， 如 此 选 
岩 将 包括 求 半 带宽 度 的 最 小 值 。 由 于 在 和 解 题 中 较 小 带宽 麻 节 约 计 
算 费 用 ， 圣 别 基 在 包含 天 量 结 点 的 问题 中 ， 这 是 有 重头 价值 的 。 
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H Erw r ле Е Е, СЕРЕН, ОНО ЊЕ Ју Pe =N ИЕ 
Wa НАД ДУ ВЕ КУК» АТЫН ЁЕЛЛ S ПУТ ЭЕ] ЈЕ] а 


2 3 44 
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É 

а 
Ий | 


6 11 16 11 26 31 15 
(51 


24.19 РНЕ FIBI Л их р В Ба 1a) 方 法 (БУЛАГ 


Веле gs ВЕНУ HR TUER ЕН ло ВО ЖЕЕ БЇЛ, ШЕ 
ЗЭР ПУРА ВЕЋ Y ТЕ ТЕЗЕ Ін rB р КЕ, БУЛЫ ЕЖІНІ E 
ÉT Dal E ri J л ЯЙ 5] ЖАЛАН — 3x Bu РА ЖЕ НӘЛЕЖИН ВЕЗЕ. МАЛА EK 
ж, 202 лм БЕН ЈИ За ТЕЛА ны, Н ВЕР (WRA) 对 
жи, Втр, 48 820313 Чал DIAS HE ЭЕ b ОБЖ, СОР 
ЖЕ УЖЕ TE T JR] Ui BS ЛЕ ЕЯ). 

433 СУЗЕ И ЗА 

FRERE BB РЈ ЈЕ] он, Ва РМ СЕН Ax 

Jt ZRTY НУ НЕ МИ НИ ВУ ЖЕ ЗА ЕЕЕ ЕН — 46 3E 
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дож, ризи, ҮОХ2ЭХЁ, sib E Gu Bn E, ТЕК 
自由 度 都 是 确定 的 ,这 样 的 点 称 为 奇异 点 。 显 然 ， 在 相同 的 点 上 不 
能 引入 两 个 边界 条 件 。 和 作为 一 般 的 规则 ， 在 奇异 点 处 应 引入 基本 
的 边界 条 件 ‘ 即 对 初始 变量 的 边界 条 件 } d Ag REL ARGUS ARE CEU 
对 次 蛮 量 的 边界 条 件 ) 。 例 如 ， 在 本 章 讨论 的 所 有 鲍 题 中 ， 我 们 遵 
循 上 述 规 则 ， 在 奇异 点 处 只 引入 基本 的 边界 条 件 。 

在 边界 信 问 题 的 解 中 过 到 另 一 种 型 式 的 达 异 点 是 ， 在 相同 的 
xi ЕН 03858 8 0811-2514 t жи, Айа. ПВО 98010 
ще! - 
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110. 73 
се) 3 x8 网 格 网 格 2) (d) 
24.20 ДЕ cde Go со 9 ЖӘНЕ Cem edo ТОНН 
924 3) ЯН ЛЕ Et Br fas DO CE fa] — pr y BN TU UB ЙЧ БИ Па 
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п-т, ЇЙЇ, нї т-025 (к уу Юм ЕЯ 
ЭЕ, НИЛЕЫ = 186 САРЕ их) НОД ЕН ЛЕТ, РН, dEI-Om 
u= 143, и e SF Фино ЖЕЯ лт НҢ! ЗАЛЕ T DL] 
ЗЕЯ. ЗЕЕ — ВР Е, ЯН НЭЭ ЖР B О ИЕ 
Бл р, ИА ЕХ ВОТ ЛЭ 77-25 РЕНО НЕ, HR 
£u {Ж ТЕА Dr 56 АЗ НЫҚ АС 4.20), ЖЕРАР XI, Ю 
ЖЕЛЕК £e 44-24 ИР БА ЕЗЕРО ЕЕ СА p E ВЪВ Ела Rh, Du АЙ 
4.13». 

本 节 作 出 的 若干 说 明 用 例题 4.1 的 问题 加 以 说 明 。 该 问题 有 一 


(c) 


ріі,21 ма Ам dE ЈЕ Ju БІЛІК ДІНІ Ізі; са) КИ (О) 
Fg 462; (c) #53 
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Же-у ЖЕЛЕЗА Жк PR. ФИН ЕЕЕ ОРНЫ FRE АХ 
同 选 择 对 解 管 的 影响 。 

例题 4.5 首先 我 们 研究 图 4.31 所 示 每 种 有 限 元 网 格 选择 的 
影响 。 罚 三 种 网 格 得 到 的 有 限 元 和解 与 精确 和 解 的 比较 列 在 表 4 .4 中 。 
384.4 例 同 4.i1 中 和 间 题 用 不 同 三 角形 单元 网 烙 简 到 的 解 与 级 数 解 的 比较 


| 45 ж x в | 
Боол | —T i ЗОЛ 
шэн 网 将 1 ^ |] #55 kg 8 | 
1 0.31250 | 0.29167 6.25000 0.29469 
2 0.22917 0.20833 0.20833 0.22034 
4 0,229017 0.208333 0,208533 | 0, 22934 
5 0.17708 0.18750 6.16867 |! 0.18114 


| 


ЖЕЛІС. TECAO COMICO А ае ЕРІНІ; TE(Ə(cyHdh PH 
Жж. каје хорь (034 ха р (сб хер 
Ж; хам 
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TR. MARR Л ЭЭЛ НЕ ВЕ ЭН, РУНЕТ, БА АЈ РА 
ВАЗЕ ЕН ла ЗВЕНЕ TB ЕК Lam ЖЕ E Bu А ЗЕ ES 
ЖЕН кон ВЕ 4011, 4.21) „Рта ЈЕР тр ДУ ТРТ 
мек, HAEREA ep px 1 НОТЕ ТАНЯ Н.С, 
ЖЕ ЖП ЛЕНЕ I IAE ОВ 

下 面 我 们 研究 用 矩形 单元 网 格 加 窗 的 影响 。 4 个 矩形 单元 不 
НЕСЕ ЖЕП EL 4. 22 Bp та 等 个 网 格 包 合作 为 于 集 的 前 网 带 。 因 4.226 
rB BJ og АА EAE ^3 RU E Ji P DES 4.225 rR Pp 2 РА f РА ло НУ ЗА: 
PITRE PU иж ка, НЕМЕНЕ ce ñij а Pa z ay ЈЕ НЕ ЗА 
4.5 rF „РА THU P 8438-0373 ШИЛЭН B E r ar ЕЙ, MR I 


ma 


НЭЭСЭН ДЕЙН] 18 E. 


34.5 例 4.I 问 题 有 限 元 解 ! 再 网 格 加 密 -的 方法 ?的 收效 性 


ЊЕ Ч м М л dE | 
а — — | ‚г 

X : u | 2 x 5 4х4 | b хб | 8 x 8 | 
8.0 | 0.0 Е 0.31071 | 0.29839 | е. 29641 ' 0.29560 | 0.29469 
6.12 5 | 0.0 тет | 0. 29248 | 0.29167 | 0.29077 
0.250 | 0.0 K 28239 0.28055 | 0.27975 | 0.27888 
6.375 | 0.0 0.26022 ` 0.24943 | 0.25863 
0.50 0.0 | 24107 | 0.23220 ` 0.28091 | 0.23005 | 0.22914 
0,625 | 0.0 -- — | — 0.190687 | 0.19009 
0.760 | 0,0 | — 0.14137 | 0.14064 | 0.14014 | 0.13973 
0.875 | 0.0 — 一 | 一 0.07709 | 0.07687 
0.125 23 — | — 0628862 | 0.28781 | 0.28692 
0.280 , 0.260] --  ! 0.26752 | 0.26580 | 0.26498 | 0.26415 
0.375! 0.375 — | — | 0.22960 | 0.22878 | 0.22799 
0,50 0.50 ` 0.19286 0.13281! 0.18282 | 0.18179 ` 0.18114 
0.625 | 0.625 | — — E — 10.128183 | 0.12757 
0.750 | 0.750 — 0.07506 | 0,07481 | 0.07332 | 0.07282 
0.875 | n.878 | 一 —  !  —  10,02561 | 0.02510 


"ds Bond Б М, 4.22, 
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4-4 ПЕНН 


4-4-1 概述 

"Ep. 1836: Г ЕРЕ ЯУ ІНЕ біз, ЕВЕ 
інің Жж, ЭРГО ЧА — HE МАН ВГУ ЈЕ o 
AC m B py ЛЕ ЭЛ IK PJ = fi JE А МЯНЕ Аз. ЕЕ, 
18523 АГ ЖЕ Е yak ТӘН АҚЫН АЕ ВЧТА НА» A PH ЛАН 
ЕЛ ПАРЕ ú y fiw ВН ВЕЖЕ, РОВ IU НТ ЈУ 
ЧАР тар ЕЭ ПНЕ B vj y poke. 3846 EE ЖСР Bod H Ur у 
ЖЕМЕ ПАҚ. рар АЕ СЕ ДУ. ЗА АЙ 
AE ER Eu ELE ТЕ Роб а КАК нео СЕН» ДЕ ДОЗИ ni. 
ШЕ. ПЕ РЕ Со BER T PETI РОУ АЈ ҮШ Ју „ АЕ 
МИЈЕЊА Н Lagrange sg У] — 85 — 18 PEJE pI ЛУЫ АА EI 7; 
ЛІ“. C RR Rh BEBE И К УВ НЕ), ЗЕ ПО B K Ж! 
= 151036 (Serendipity 552 ОЙЫНЫ, — Ву gr {ПНЕ Л) 
НӘ ЕНЕ Т, WEOL A Bp B] ва оле B EE Ве B p ЕВЕ n 3 
ыд С ЖЕ 2. 
442 三 角形 单元 

ESiX = ДЕТ с GAA НИЯ РА ВЕ НО Я. ла) np [ER 

xU ЛД Ву И Pascal = #8 J; 8 ВЖ, Pascal — JE ЕЛІ 
жаа НІНІ ЖЫРА ПА ЕЈ, Дина 23. НН: 
EMES fJ ВЈ ШІЛ. Hl 48 401211 5117 В SS Вел Л 
У CHER. = fE BJ ЖШ ВЕ KK BU ПЕД = 
№, ера Pascal = Вл ЕНИ ЖЕ). МИ, — Ud] 
= ое СВА ЖЕНЕ ТЕДА, ПЕША Pascal 
= A R ЖІНМ--ЖЕ. ТЕ: ЯН, УХЕ ДА ЋЕ YS. ЛЕ 
ТЕЗ У ТИ Б = [р ва b. ЗА 46:11 ЭХ». СЕНЕН 
Е E £5 ла (Н ЕЁ Ета 


+ 287 ж 


11 
uc Уве. y (4.1032 


ХЭН, v k Ги, 它 利 用 在 4-2 节 中 线性 单元 同样 的 方法 
得 名。 一 般 说 来 ， 自 gp 次 三 角形 单元 有 # 个 结 点 
“рх ра). 


ща (4.104) 
2 
Hs PUX Se HER ВАН 
их, н)- “аши кавер 
= Уиуф); (4.105) 
Разса] = =# J ЕАМ K ЗИ ТЕ Ж m =Ü +P ПРВУ на жу Ва 25 
- . 的 监 量 
б шэн х 
„М ! A А 
S | 3 --- Е 
оку: 2 6 — R .. " 
р ху хур 3 Ip ——— — —- 
х? ку". ту? 4 15 
же y — xy! NEAN у“ 5 =1 
xt ola у— x у? т р%-хүз -у б 1A 


^ * - - - " 


Ё4,23 ЕЕ G BJ Lagrangezs ЕН КІМ Pascal fg 


Pascal 三 角形 的 输入 位 置 给 出 单元 结 点 的 对 称 位 置 。 它 正确 
地 产生 结 点 的 实际 类 量 来 确定 任何 洪 的 Lagrange 搬 值 。 应 该 注意 
(f E. == HUE SE off Lagrange КРОН PERITUS БУЛЕ 
inp, м АЈДЕ ТА ШАҒЫ «ЖКТ Би qn € nn] n 
界 上 是 连续 的 。 显 然 ， 当 计算 单元 边界 时 ， 与 第 P 深 Lagrange В 
元 有 闫 的 第 2 次 移 项 式 ， 提 供 过 界 誉 标的 第 p 瓷 多项式 。 人 例如， 与 
AnPHA.24BT25 — iX САБО FUÉ ВАН 2889 LX d ПИ x S 


ити аа, tartay -а,ху + ах ғана (4.1062 


e 288 ° 


4.24 lagrange = а EJT АН; НИ PR РЕЗЕ BU ЛЕК Cay SR 
EDS ЕРЕ МОЕ; (Бо — W 47:14:58 Бүл [B] PE £e 


图 4.248 Ма Bg о 4 IL SJ = JE JE 87. Л ЫЛАР 
(ТЕ, ВИНА аз, ОАЕ. НАС u) ЖЭ 
Ж (s. 1) 2 НЕЕ ( 它 是 线性 的 ) ЛР, ЕСХН 
НОА ДЕ i E CS LED HRS JE SS AX 


u (s, i= –б, а, фаза 5 + 861" (4.107) 


ЗА Паж 1,2 еее D ну Ра, ЕЕ ӨР ЭХ, ФР = 0,48 Hi 
ре 1-2-заа3 р ЖА 
и" (5.0) — 0, 十 站 oS + 85? (4.1083 


它 是 3 的 二 这 多 项 式 。 其 果 一 个 相 邻 的 单元 有 与 单元 e 过 1-2-3 共 
Jün9345-4—2, 出 单元 过 5-4-3 上 的 酌 数 4 也是 二 次 和 多项式 
ulis,Q) = b + b.s + bus? (4.109) 


e 289. 


E Tix E АННЕ лн Ti тигені, Поти: =н], 
Из ИВ, WA 15,00 = 505,00, FD: ERU GE 28206 
和 if 的 单元 间 边 界 上 被 确定 是 唯一 的 。 

| pl ЕРЛЖ ӘЛЕ Е 452 НДЕ, ТЕХ Ph TW Е, 
Pascal = Б ЖЕ 932 эк, 1128 so ДЕТЕ АЈ PQ ШИ ЖЭЙ л) 4 
字 增 形式 。 由 于 现在 研究 的 范围 仪 限 于 二 维 单元 ， 我 们 在 这 问题 
由 不 作 和 任何 进一步 说 明 СВИ РИТА ЖЕНЕ), 

注意 ， 建 立 插值 咀 数 的 正规 方法 [吉方 程式 (4,19) 到 {4 .24)7 
tcp чх ЕАУ ЕЖІН, ix Йя Л РР 3 ЕНИ dux 
ПИ. Апа ЗА rik qa Ру. НШ, АЛИВ К 
За ВЖ 39 УБИЈЕ С, P 50) 3-69), 

XI HH ЯН МА БЕТ, СМ, ВИА 10), ЕЕ .Lagrange 3 = 
£t JE НЕЕ РЕ] Ж ru Е ТЕ ВА, РЕ НЕН, 
ЖЕН Ci = 1,2,3) СА 4.10» ЯНГ р, XXe A 
标 分 别 与 甘 相 对 的 结 点 1,2 和 3 有 关 ， 于 是 


де 
> A; 
121 
E! 
3-1 
d 
> Liu; 


y = 


мет, coy; EEN) ки БЕА ЧИ ФАН ЗАР, МИРАЖ ЛЕ 
方程 式 (4.26》 ШЕМ, ВОЕННА СИА. 25а) 988 
нї СЕР пъ КЕ то РЕ дъ Чи ЖЕ ка Па АА 
n= cw (Вір Вж ОВД) вен + 1 (4,1119 
Ч. ИНЭЭД ET Tke i, ӘБІШ, МХЗ ДІ — 1 = 218 = 
6, БЕТМЕНА СИРИЯ ЯМ, РИКЖАЕ в, НЕВА КАРР Е 
« 290. 


Dee n 
NN NS 
а-а 523 $75 $ у 


4.85 Lagrange TIJERA IGM R СЗТ Xen НІ» (а) [E Gm 
(5-1) жил, (фу) РИ, СПА ВИЙ Л 
ГУК ҮЕРХЭЛ НЕ. Зе РТР ТК ЛНУ РЯ NEE S, 
СТЕ ix Ба pa iL ЖИР ДЭЛ НЕ о 为 


бт 8,=0 =, а = 1 (4,112) 


Td EERVIQEL:—0, l/(R—150, 3, РР-Ь (p—0,1.2,--., 
&—2) # £ERA F МЭ АГ, = у, 5Р1. РЖИ 
xr. di [et Ва XR ВАС по SE PIS TP PL SK; 


СР 5,77 S; Корт Ss- 5.) 


= о Ва мү д т38-22. 
188, li — 8S1, 068p — 5,ј о (5р— $4.12 
в. 
-р L; — 5 
= ] 2201-1752 C41, T 13a) 
у 8-1—5 


Ж} КЕТИ AA SF ЕН ДА, АРЕН Ж {Ду ДЕЗЕ» МН, ЯНА, 
. 291. 


Tc. wa w— .— — r. -— -一 - ·-- 


=: (4.11322 


Жин, Ја, БОА Оо St. Г; ПНЕ Ef, МН. ЖЕ, 
в-1 Н], ҮҮЛЭН ЕВЕ ДЕ АКЕН ы. BS 
一 个 例题 来 说 明 这 种 方法 。 

例题 4.6 首先 研究 每 边 具 有 两 个 结 记 的“ 即 * =2}; 的 三 骨 形 
单元 。 这 是 上 其 有 结 点 总数 等 于 38rn=3) 的 线性 三 角 玉 单元 。 对 于 
结 扩 1《 见 图 4.255)， 有 {Rk 一 2=0} 


5 =6 ss] 三 | 
= Pro _ (4.114а) 
Yi 8, Zs, Бү 
同样 ， 我 们 得 到 %。 和 ?为 : 
у. =L, Y Е L. (4,1145) 


AXXd те ЋЕ НА ВБ ES СЕ = 3) 的 三 角形 单元 。 清 成 总 
Жі Aux 5,3] £à H1 :有 有 


51 = ғ = + 5. = | 
- (4,115а) 
у=: За brea = 4 (2Ё, — 1) 


НІҢ ЖР. СУ 4.258) YEA ER 1,3, 4, IG PESE TE, ДЕР 
2-1. BE. ФОННАН АЗ '35BuxbfX БӨ Ж. 
xx pg 2e fX Ра, Гео = ОЛЕ, ОБ, ЕВ i (EE XE, LAI 
рано == 5: ка == ЈЕ ЈЕ АНУ Ir РА 


Jor 541,01, (4.1155) 


ЕН 
Ts =L, (2L, —1) ў. =AL, Ма 
Ps = L, (2L, — 1) Ya 41.11, 
FEX Ez Ja ИО T, #1352 ИЕ С 98-13, ХЈУ, RINE 
* 292» 


(4.11569 


uites —— X > 2 ^E ATE = 7> : 
ка: ЕЕ но, Li = Жила = гр, 因此 有 


| 1 9 
2 L, Ua L,.-— 
yi = 20 ДЕ Gh = 1) Gli = 2) 
1-- w ще 2 
са 3 
同样 
L, — 0 L, — 0 I 
Ф. = 一 — — = ВР 311 — 1) 
4 — Ü 2 4 1 
3 3 3 ; 
等 等 。 解 得 
$m LIL, GL, = 1) W. = -ob .(3L, — D СВЕ, —2) 
9 ‚ 9 
Фе = -; L.L. (SL. — 1) Шат oP l (ЗЬз-1) 
$1 = L (За = DGL 72) Уаз y Lebi Са ~ 1) 
фея 2 1110211 1) Yie = 27L L.L, 
(4.118) 
ЖЕДИ 5 tB. 


ТЄЛЖ БН ЯН, МОН b, АГ, OX ET mik 
ана ров ит, НЕ Г Ж (1-1) ХЕ ШЯН Ево! 
4t. ПИН 4B uEH ЛЕ I. 


в + ат 2 НТ) Ш А 

|а ы"! (ә a) (4.1174) 
түз РИД | ЈА - 
SLidA-. ИР! А | 


ан, т, "ЖІРЛЕЕ ЕЕ СЕ Жо АЛО НО ШИ, Пт 
жатпа, ЯЖ, ГР Л ЯҮЄз(4.1179» БИ ЛЫН #Е Ёл 
= САТТОР ПУ ЖКНЫН ЗЕ УЕ, АЗАДЫ о 

.293. 


4-43 ЕЛ 

ЖАШ fB ЈЕ Нос НоГавтаптее ее, ЗН № оу Тавтапяе вс 8E AX 
Pascal 75 ЈА НЕ nk [e 4.26 Br И AES ER ED. HT 55 АН д. 
大王 个 第 因此 有 四 个 半点 ;， 这 和 多项式 前 四 项 应 有 1l，x，W 和 xy 
CO ТВ Pascal = fi ІЗ fr pu TH НИЯ 4.26 ЈЕВ ЋЕ ЕЈ 
ве) NU. Жруұкхһавта пе о Нета, HUN 

n= P+1)? р=0,1,... (4.118) 

Tii Яң 1211) d i e ЕЕ  4.263 РЕТІ МИЛ 2X ES PAT- 8 АЈ 
Жі, Заров, ян Ы СИЕ ЛЕ РА o ЕДЕМ 
БАЈ D «ЕНЕ Т ВА то ЖЕҢЕ 33) КАЛОЯН кА. 
ЯН p RJ Ж IH а 29 


Pascal ЖЕЛЕ НЕ 51 Енд 


А 
] 一 жї, 
] ! ' 
А ААА . 
у? xy 4 21 


ОУ +r 
—— T—sI 


1.25 ВНЗ ЋЕ $é л, у авг a nge с 


ии взор +а с +a, Haay + asr) адм? + ат? u 
+Gs Zl + as mz y? (4,119) 
АН ЕАС у хи 22555 项 组 成 的 完整 多 项 
2. 9А НИЗА НЕ ТЯ, АТР, ШОКЕ 
. 294. 


单元 的 中 心 。 这 多 项 式 由 在 o АЁ ДАП BE ЗЕ А E.B ТА se u ПА WE 
Жж. dg H, од, ЖУЙЕ ХІ) CH cINP— 
ЕЖУ =0), ҢНАЕЯЫЛ E= 71-558 А БЕЛА P я: „ИШ МЕРЯ ТЕ 
ДАЛ? НЕ — Л, № Я ЕН, Тар Е 
АНН АОН, ЗКА, ВЕНЕТО СТ ОБР > НЕРВ АЕ Pu 35 
pix LagrangeknZ А 76 TI s Dix de zn 


ит.) = > ат? а Арк d.e 
i= l 


- Хий (4.1205 


БРИН ЈЕ SE ЕЗ? Lagrange ШЫ ЖЕНЕ НІ 4H РУ ПО — ЖЕ 
Еовтапве ій Bg РИ, BB НЕ BF А Inga: гр НЫЕ ER ER SE a 
t Ji — BE fi РОСНО ДИ XC E. Jy ТАЈ ДЕ „ВЕЗНИ МА PA ЕЯ 
пъ ОНО а, АКВА А FSI KA ЕЛЕН НИЈЕ КИ L. А, ХИ 
u кора тов ало, ЕН В F: 

“БЕРЕ (p= 12 


| оч |,，_ а 
М бр е | 11-14 
| 9: Pa] | = [L b b 
a j 


“| 0-4 )0-2) (0-2) ] 


i dE ^ 
L MOSS а b | 


(1,121) 
КН p= 2)? 
Г ‹(ж-а/2)(л-а) | 
| аира) 
| | 
| 


[Уз y, E 


as | Tr 
р Хэ Tn сагоуса/2— ај Е ж 
|уз Pa Yad six- ar?) | 

( |^ alaj?) — 

L 1 


. 295 ө 


У-5) yw -b) усу-5/2) 


1 


х [02 DA 


—-b*/2 b'y2 
(4,122) 
Рад figa figa | 
= {f} [aT = | Тай: faga faga 
Lagi fage figs 


ИРИС то CO Ае нъ И ЕЛІНЕ ТЕЛЕ 


5 PIX 


. 296 = 


б-0-210-230-2001-1) 
га 0-110-200-1) 
$0 00-500 - 1) 
"67 20-10 0-0) 
vs = 2(1- үнү У 
Dg - г) 
-0-200-29,627- 
а 60-1) 


ЖҰР; "PP 
Ооо 


(4.123) 
фе = (22 


1) 


Гоја 


Ё | = 2 ú, | г +, \ ( gi үт 
E | яг +, x а, 

| %, x : : : 
а eaer e Yad Аа] | бат) 


(4,124) 


&-iprtDp-l1  т=(р+1)° 


і => 


Y Crue 


| р wam 


Ан, Ғата то ЈЕДЕ РТУ БАБР НН. ИШ, тай 
РА) = (2-421:3(8-461:4(5-04,6-13(8-4,,4:3:5(8-4,. 
(2,/-42:(3(68,/-4,)-408,/-24,-1)(65,-4,,:3-(8,-5,,1) 
(4.125) 
AH, &,ДЕ ИРАНЕ, ЗОРИН ЖЕЛИ N. HAE, 
5 Дару буаз, об ар. 02 
用 自然 坐标 5 和 ?来 表示 方程 蕊 上 4.1347 Чч ЇЙ РЕ Ж ЕЛЕН Ж 
(ЕН C T ЖАНА АЈ H AD): 


Е = 202-2 3-4 = 24У 231128 (4.128) 


aX ЕН „22 и. НЕ да Ро AA АЕ ВА о ЖАР а SE лі E ЩИ ЖА, 
Ar ay =ú, ХЕМ F ДА. 123> Wy LU d£ gs XE RIDE 
成 为 E 和 1 的 形式 

$. = (1-23(1-120) л 


ф, = – : 1-21-91 

ф, = - 5 (1 +8y(1— mEn 

р. = -i (1—£x(1—m055 

j.--£8)0-m) (4.127) 
фа = 01+ 201-7 38 

фу -Та-фа ята 

Pa == а – Ой + ти 

y. = 101+ 4) + тея 


应 注意 的 是 ， 节 的 下 标 与 用 二 图 1.27 中 的 结 点 编号 有 美 , 对 铺 点 进 
HEERA gr, И И Е ЖАН ЛЕНЕ ри ЛЕ, 
| . 297. 


Yi m 3E = РМТ — 9X 
Фа = 11 EXE — ту, 
фу = 21 — 2 + n), 
Pe = 1 + КЕ + n) 


Фу 02-0002 tt {Тул 
Хз e 1067 + 09-9), +. -Ка- која 5 
s. МУ ИЕ ат, pem it Da м) 
Vocal On + т), dy iO ~ 62у + 5 
Vo T ¿(62 + EX. + n) | 


血 йр 
17 14 
11% ФН 


Ё 
MABAK.) 和 (4.1260 $, (Е, ту 


4.27 Lagrange ДЕЗ JE АА Zr ЗА pá ЖУ Et ЖІ ЇН РИ ЖГ 


4-4-4 Зл. (Serendipity 单元 ) 

因为 Lagrange jeg SE. U HJ B ADAE m B zú IB] ВЕ ВЕ 
ЇЕ, ЕЛЕНЫ ЕН, РР 252 Р Р НОР, WA 
W. 能 用 所 谓 的 3 单元 去 避免 出 现在 Lagrange 单元 中 的 内 部 结 
B.o SETERS ARARE m. WE Z, AA WA АЕ EE 
СПО Бо ЯР 70893 ра, ЛУ ВЕ) ЈА — ££ dE Па ра DJ 
ЖЕЗ 33930], ПЖ РЕ (4.2600 А PE FJ 3 ЈУ 
法 。 这 里 我 们 将 说 明 如 何 利用 自然 坐标 建立 8 个 绪 点 (二 次 的 ) 
Ёл BJ TE ЕДЕР е 

对 于 结 点 1 的 插值 函数 ， 在 结 虚 2，3，……， ВЕЛНЕ, 
而 在 结 点 1 上 应 取 单 位 值 。 相 应 地 , 多 1 在 用 方程 式 1-E=6，1 一 9 
-0fui-5-2-08985E 0232 E35^2€ РОС 4.28). А, 

$ (Ел) с(1-43(1-10(14441) 


= 295. 


Жон, CEWE 0:0-1,-1)-18И ЕЕ Ж. шиш 
因此 
PED = —--(1-&)(1—р(1+&+1р) (4.128а> 
жив, 12-51 
$: -401- ESY 1р) 


фёу-4(148(1-100-148-10 
$,2la-6ü-mv) 

P= 5 AEN) ‚ (4.1285) 
ф = = -Q+ l- E+N) 

фб. = - EHN) 

Фь- тата + (—1+6 + 


о ЕТ И 6X-1- #- w 
а = ;ü - £&Xx1- n) 

бағы «ЕЕ – X71 £— п) 
‚ Жа =al - ЕМ — 12) 
+ ЕК ту 

P 40-40 + X-1— Е + т) 

~ 1 - ЕЖЕ + тп) | 

%- ЕЕ + 3X7 1 E + т) 


E ICI ВЖ, (4,1309) 


а 2904 


ТЕЙ, малы, BUB А 
фо ЕС, HCE + с Еп + соё? + св ? + СЕП + C БМ" 
. (4,129) 
жив, НАЋИ K STA e, ХН 


фа = EAEI – 76 – 10 + 953 ew] 

a= (1- та - 831 – 88) 

фа = 01-10(1-493(1:838) 

$.- 20 ЕТС — 104801 4831 

Фа = 861 -Е а 020 – 57) 

Фа = 2.015 &)(1—15)(1—381) 

ф= да - 5001-2001 + 31) _ (4.1302 
Фа = +8 -тО(а +31) 

#.-да-ра ЗӨРРГ- 104965" 44721 

Jic = (1+ 0(1-401-38) 


E =, а та ~ Еву + 38) 


фаз = а еј + ME – 10 + 9 (28 44831 


7r £i Px Ра 56 BJ ТЕ РА ЖЕ PJJ И F: 
р; = 98:35 4.129) НЫ ИЯ + eE + 0, 77 
MILLE (4.131) 
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2 题 


ТА УЖЕ H r A ELR НЕКЕ Е, НШ, НОЖ Н14--8 
Tid АР РЕМО НЖЖ, ЖОКЕ БОРЦ ТЕРЕН s НИК 
ED ЕЕ PE TH ID) ADS. 

4.1 ая дар =a, +a u BA=3h, ТВ a. АЈ dx. На 
па b WE XE RI. РУМИ. ем ЖЕР 4 FA FIBA Лу E, REH 
ЯВА 用 3 个 线性 单元 《等 长 的 } 表示。 

4.2 ip SEE 2J E А h Bio НД f TE ЈИ ли РЕЈ ER TE SUR РЯ Lu 

y 


(3,1.5) 
{1.0.8} 


X 


Ка) (by 


р |] 4, 2 


4.3 Ф] 4,484 Së [a| 227113 Ки fü Је Г» -389,79К, Т, = 
$37.19К Т» 395.08К СМ. 4,122), ЖАЛЬ, JF ОФ) ЈЕ 
зок ДЕ Ey ра. 3 rp ЈА д) PF H OE BU НЕ 27 


y 11. $i gi 10: (3,5, 1) 
£& 1E 11:(3.5, 1.5) 
£k 53 12: (4, 1) 


Aj EP 4.3 


4.4 ilt HL ре 
• 301 = 


Kich | y, 990 агат кі-Г Га, ағат 
| D.) ú аг nio dg 


Ш, уыт WR (4.319 ЕЕ МИН EE. 
4.5 求 出 如 习题 图 4.5 Br os 8 ü ЕН, WR Р ЭХ 
АЕ Ва, ЕГЕ t a xo Be T B on дн БЕ CERE IE КЕ 


552. 


=) ЁЧ4.5 


4.6 ПАСЕ ТЕЗ а. БАН ER Sú Fd ЕЛЕНЕ, ЕМЕЛ 
ің, ОЗРЕН ВЕЛЕЖ АШ НЕК] ВЕН, 

4.7 iP SCR Е S SI P PET HABE спре) ЈЕНИ ПО НОВ тоа 
(In od ЯЛ 4.7), 


| #925 Wiem? Кэ 


k, = 2k, = 
10 W/(cm * K) 


» 
E 
ща 


214 Ё 4.7 


4.8 100 W E ex iui r ТЕЗ ДЕ А.В Тәк САН SS ОВУ PJ SE, БОСОО 
X] 9 АНГ ІНІ SEE, 


a 302. 


(3.2, 1,5) 
(1, 1) (3.2,1) 
EX ГЖ 
3РЯЙР 4,8 AJ gn 1914.9 


4,9 E3 804.8, {Ну 23  4.Э/ЛГЛ EJ EE E PR DD, 
4.10 HEER Лол: RJ 40 4.10), В 
37 d я 


L ==, Ба =з, Ls = Аз 


E rB, Ат=1, 2, 3) ЕН КЖ РЕА НИНА, mb АЖ= 
Aime iB ЖИ, НЕНА 

Г. =, 
xx HI, жеге fB JE E Tü PJ EQ РЕТІН ВО а 


hs л 
+ А] "3 Гү = «Е ас.) 


zj Е РА, 10 
4.11 ико, фена, suir, 0) он, 135114, ТЕШ М 
ТАУ Е 7j JE ih HE Laplace t а 
- (e? e B 
EER PIETE Ca) 2 ха Е ТЕЕ ЛЕУ (D) 2 x 4 ETE м 
ҰСЫ, 习题 图 1.11}。 Н. ОН Ж ЛП ЖАЙ; 


4 303 x 


_ 4 < sinrine1)2z]sinhF Cm 1»9] 
Иб, D Л — an+ Dsinblian+ ix] о 


л-0 


- _ Р! 21 №8 4.11 
470. 005) sx gg 4.12 


0.0 п = Ü 1.0 
23 E EL 4.11 
4.12 ти = ДЕА ЕАН 


их, l)-simnmmr 
求解 习题 4,11。 ЮУН BOnADS SEE. 
sinmxsinhzg 


Bx, у) = sinl 


4.13 НЕА китов, ІНІН, Ritro 
H у= 1581 РЕН ет СЕП, ТЕХ = Ору = 1 48 Ни =0, u= 1 
下 =0.5， 并 比较 所 得 的 解 )。 

4.14 5708 5 4.15ра, Ян ЖЕНЕ, ди кар ейік 


ауича? ту, ЖЕНА, (4.14) 中 线性 三 角形 单元 的 系数 笔 阵 


СКВ. ЖАН (4.36) 确定 的 积分 的 形式 。 
4.15 同 当 是 4.14， 但 为 线性 短 形 单元 。 注 意 ， 丰 方程式 (1.310) 中 


= E 4.15 


в 304 Ф 


ІНЕН БЕТА (5. 10 ЧЕ. ҮШ ҮЕ Ж ЛЛУ (4.33 式 中 ， 
ЛЕН F РЕЛЕ DR И, 2J ER |] 2,18): 
m= z, + Фа y-yitn/b 
xx Hi, таи ЛЕ ТЖ. 
4.16 Hk Е ЯЛТЕ Аа лоу РЕ Ра ы 20 РЕЖ: 
ј=д, + dir + ер 
Hf, так ХД NE If Y, Ж E 
јео = | o f9dzdy 
n 
4.17 4,14, НЯ 


5 
аш, >Dat y a = mb xe 


4.18 |8] 891.15, Hija, 18 23 E54. 17 КИРД HH E EL 
4.19 [8127 4,165, Ки 
1-32510, ре 
4.20 Ш ох БИЈЕ РАВЕНА G FJ КЕ, КМ 21127 POE EB | Couette 
ЭЛЧ ЈА] АЙС М, 5] 4 43,299», с АЕ, b= 0.5,f Í = — би) = 1.0 (NM 
>J RH Р 4.203, ЖЕНЫ овен. БОРНЕА H BU ВВ WE PETIT А] FE, 


可 是 图 4.21 


4.21 同 习 题 4.20， 酝 恒 用 一 个 相等 的 线性 三 节 形 单元 的 网 dE C DL >J 
Eh 4,219, 
4.21 MEH TFT ФИН МІРтапа 1738 № S H 
– «2и = 20690 在 名 中 п= 0 TT E 
jx Hi, ОЕнЕЛНІН КЕР PERU БЕ ТП ЯН. ГЕЙ, СВР БЕН 
WIL ME, оше, Шо. 25523 Cay ВН (DOM 


* 505 • 


< H M КИ ул pi „223 НЯ, FH eg 4E — НЫ 05 а. 比较 有 
ав, РА р С НА ЊЕ И ЕТ >: 

= Озат r^ и” 

LIS: 
4.23 F3 84.53. ПО НЕ тора 91Н С. 4.23)», КІ 


ЇЕ 


— – 21 e > _ 1 Ч 一 зу. 2892 
" ай 1 < + ру 24 зли?» 479 


- 


23 34.22 习题 图 4.23 


4.24 ШКЕ нн Ей], TEA Р  4.2484059Н 1 ЛЕ ЈН 2 
dx CI dm BI AR E m UTI —), К 4.22 НИЈЕ, 


ы=0 


Ур 814.24 


4.25 利用 相等 的 线性 三 衣 形 单元 网 模 «ІНІМ 3.9», ММЗ. 
» {0 + 


47:18) ЯП Ж] Жу. sh ЖЕ t a) ШЕ ç 
4.26 — EFIA НА ВА i: fE S Л МОН, ШУАШ 4.26 7. ЛИН d 


TEK, = 10W/C(cm« КУК, = 1577 ст. Ky, ЕНЕ -5 САН НОМ» 
jq F ЖИЛЕ Da sa fr ЈА ВУ E. ПШ Br На Л ОВОМ гону, ЕТЕЛ 
маю. БОЈЕ Es ЕН] НУ ЕА КБ = БУ (ст? + К), 


Tæ -5* C, = 5 Исп. K) 


250 Уст 


IO Уст. Ку 
I5 ет" КУ 


> 


2j ER 41.26 


4.27 Жк = 0.1Btu/€h + ft < ^F», БЕДЕЛІ ip 4.27 Пра НУ А Hñ Е ЗА 
"EH rh а BE яр. 


еуі е 


Гер те Дери ти 


А, =й, = О Btu/fh ве ^r) 
100° F 


XJ 34 #14. 27 


4.28 HEMM EPERERA T = 2000 ҚМ АНЫ. s ft 


15) ла. ан рт, 
4.29 БУЛЕ НЕ ГР ЕКА, HAERES АК НЫ EH. JL Ч 


< ЗРП 57-38 ФЕИ КА HEEL 429 r 28, 
. 307 • 


>J 11 E 4.29 


4.30 
Ра Зот. 


21 АГ 4.30 


4.31 1Ї5|:1Е84,30, Ел: ЕВА. МЕН S ВА, 


a 


T 


— 12 ст 


Aj ЕҢ 14.31 


4.32 ВИА а. 32 а JR B НЕ РАК p [n] но ЗЕ df #8. 


» 108. 


Fi ЗЭЭ S aT SR WE BG UE TEE FE [И] ЕД, FG КР ЖЗА 27-45 21-51 ШШ 


ж. 
202 nv H «тш! 


— — — 1080 m -一 一 一 -一 | 


х Ё E 4.32 


4.33 27884.32, ВЕ ETES 4.33 Brom а 


n 


dE RH ТЕ >J Ей [51 4. 34 Er A НИЯТ ях = fB ЛЕВА ло Кр XX ER PE ft (PE cr 数 


4.34 
ЖЕ F yË Jë x 
$= g, + БЕ + с;7 + di En 


0, = 174, ba = b= 0, 


d; =1, аз зад #87 

баб— at ~ ph? Ба Бу 
= та = -. =— - 

和 е; ас(а-25) 5 pete s 14) 


же 


a+b 
E, = —. - — C, = -. 
3 afe- 2b) 57 оса 2b) 
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4.35 ILBB XT EJ ЩИ. 35 РРА И] 558 OE Алан 44 (+ y^» Ж 
Вр ГЕ PR Л 

фу = 0, ,25( -E-AN + 0.125(Е2 + 42) 

P = 0,25 £ — 7-57) +0.125(Е2 +1?) 

Pa = 0,355 + 1+ Еп) + 0, 1257082 + 912) 

$.-70.95t—5 +T - Еп) + 0.125(Е2 + 12) 

9--1-0,5453-- 12) 
4.36 Ма. А = J JE A SG, НН їй лін 

=f (9% ау, , ар, 29: атау 
їе 


әл әк “а ay 


4.37 04.36, ТЈ 4,35 ПАГ ја WIE. 
4.38 ITAU Ша, ЗВ С X = ЖЕЙ 2609 38 АЖ. 


y 


(ra, 103 3 


(15, —3Y 


= a 4.38 2J £5 E] 4. 40 
4.39 а. за B] IL JD 70, НЕА 
ko Tü Je E qA 


. 210. 


4.40 Шым АВТ ffi JE sñ ond] ЙН ER Б аа 

4.41 ШЕҢ, ЖЕ, НЕ л HE X cH ap TE 
Ar ДЕ Wr АА ЛИН] 2225-2688, 

4,42 НЕ KS BA да РАНИ ВЖ, 

4.43 ҰШ МІН 4.43 АНЫ 28.28 же. NIE ng bs АГ 
КАМЕНО кина, ЗНАЛИ, ЕЕ, АНА 
ЖЕМЕ ЕЛЕК РЫЛ ДЕ on 


5151 54,43 


4.44 СЕНЕ» ЖЕН F ISI Vs НЕ 8 Sú 
из на + > с,Ф 


Wise Pc nO 9 Фе. 
4-5 二 次 和 多 变量 方程 式 


451 初步 论述 

在 4-2 节 中 ， 我 们 研究 了 二 次 (二 维 ) 癌 题 的 有 限 元 分 析 方 法 ， 
河 题 仅 包 含 一 个 因 变 的 未 知 量 (因此 仅 一 个 偏 微 分 方程 式 ). 这 里 我 
们 研究 因 变 量 与 方程 式 数 量 一 样 的 共 轻 偏 微 分 方程 组 “通常 是 一 
Н). EH “ЗЭН” AFARA ARRERA S 7 
Жез кон SR, MUER А ВОН ВЕТ ER hb ЕК. 34 
Ла ыы, M ТЕ4—2 у rh ЖЕҢ BJ ЗЕ ЭУ Без Н HL 
的 二 维 问题 的 例子 《我们 对 这 点 感 兴趣 》 A А PES PE ВЕРЕ Ш 
РЕЛІ, ЖӘБІР ЕЖ ТЕСЕТІН Ы) НӘН МІН ЕЛЕНЕ ТЕК 
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EI SE ИҢ 5 

ЖЭ ЖЕН ЕН h ја 28--, НРА 
程式 的 变 分 公式 和 有 限 元 公式 ;第 二 ,说 明 如 何 用 4-2 节 中 提供 的 
线性 Lagrange 日 单元 求解 一 维 儿 变量 方程 式 .这 两 个 目的 可 按照 
一 维 问 题 局 样 的 方法 达到 ( 兄 第 5-2 节 中 关于 包 揪 两 个 国 变量 和 两 
УВ). 
452 和 平面 弹性 问题 

ЗЕ РА КЕНТ ОН, z= —h/235e = #/2) 和 任何 
ВЕНЦА ГИ, руно (假设 在 z 方 向) ИКО. iR 
厚度 # 很 大 ， 问 题 认为 是 一 平面 度 训 问题 ,而 如 时 厚度 比 横向 尺寸 
(在 这 情况 下 为 z， 切 小 ， 疝 题 认 为 是 一 平面 应 力 问 题 。 这 两 个 问 
题 是 在 下 述 荷载 假设 下 ,三 维 弹 性 问题 的 简化 :体积 力 即 使 存在 ， 
在 物体 厚度 方向 上 不 变化 ， 且 在 z 方向 上 不 存在 分 量 : 作用 的 边 
界 力 焉 zs 方向 上 不 存在 分 量 ， 且 必须 是 洲 坚 嵌 均 名 地 分 布 《 即 在 # 
Жа кара Жо 而 号 以 顶 和 底 表 面 为 界 的 平行 平面 上 没有 荷载 作 
用 。 

极 设 在 平行 平面 上 应 力 是 零 意 味 着 : 对 于 平面 应 力 问题 《 物 
ЗЕЕ ПА НН» 在 > 方向 上 应 力 是 微不足道 的 小 《 兄 贸 4,.29) , 即 


Еі4.29 СЕМ FE [n] НЕ ЛІП 
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С, = т,» = Жу. -0 


XJ РЕГ КУ ЛЕ (0) БИ, ЭХ P pik ZE z И pp Енен, 


уж GE (И 4.30), АНН 


E, = Jiye = ү,, = Ü 


EE IR 


© F 

, 4 

= | | k 
Ш ІНЕ | 13 

2 27 | и“ 


[nz 


О 


#14.30 СІНЕН Ји] ЭГ БУ ДЕ ЈИ] EB 


(4.132) 


Б ido; МЕ. 


(4.1332 


FAA HAEE КУ Жізі шініге 9) I 8) TA ROT RR ed ERE Но 


ЩЕ RE, 
ТА ІЛЕ ( 恋 者 可 查阅 适当 的 参考 书 )。 
上 述 两 类 平面 弹性 问题 的 方程 起 概括 如 下 ， 


1. 应 站 平衡 方程 式 
QC. Ота 十 = 
ET 35 1,-0 хан 
Oler + oc, tJ. = ñ 
Әх Әу 


ХЭВ, АЯН, М Яра) РАЈНИ 
2. Ку дж 


и [^ 
г. = ди = - 09 


3. №7) РЕЗЕ (КАЕН) 关系 
сж C£, — Св, 


с, = С.Ғ, + Се, 


* 


д2 wg — 777 y Or 


ін) хе > рат PZ 2] Та) ей, ИП 32:43 98, ТАР 


(4.1347) 


(4.135) 


(4.136) 


e 315+ 


тү, = С» alus 
Мз, C (Ci 2 C; o ЖАК CDD dE. XE пун) EE, 
ERR ЗАРЕ ВН Е ЯНРо:5воп ЊУ ЊЕ (见习 题 3.32) 
H ру) 


E 
Са + = C—O Cj = Ё 
-У 1-У (4.187) 
E 
C 
$357 оба ву) 
平面 应 变 
E(1-—v) Ev 
се. = LET В. 
11 2% (1 +v)(1— 2%) Сіз (14-921— 2v) 
E 
C = 
33 20144) 
4.31 ЕЕЕ 
自然 前 
ORe TT. R, “Ға Fr | 
T. t. +C n, — Ё, jf 1—- (4.138) 
基本 的 
и= 2] 
„ЕГ. Е (4.139) 
= у 


А, ñ= (пи, no АИГ, Г. ЛИГЕ ( ASAB 2 Bal) 
НА CT IT. ур 
ПЕРА КЕ НОД СЕ), 48 和 8 是 给 定 的 位移 。 而 是 平板 的 厚 
度 。 

将 方程 式 (4.1353 4 МОЖЕ (4.1365) 和 把 方程 式 (4,136) 
代入 方程 式 (4.1834) ЈЕ (4.138), 方 程式 (4.134) Æ (4,139 
пика ок | 


S (ву S tc dam 2) -е Саз--- Ка r2 = ЈА 
26 Oo rm Эг TN кс 90 f ТЕЙ ЕН 
8 5 x. ал 12" or 22 ду ын | 
(4.140) 
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(4,140) 


2 ди gu да ар 
i p == > “一 ”人 + с ----7 х ғ - —. = ғ 
(вз, 5; 1% у)" test ag az s 


(4.141) 

AX« HE 34 E Н pe > E SR ТЕС Жізі РА >ú ЖИ ТІМ 4 Ја] 
ЖҰ, Ж-ЖНЕЖН Ви 3 By ЯР [КЕГЕ 55 Tt py ЛЕ 55 pi 23 ПЧ Се 
кина МА ЗӨВ ҮГЭН, ХЕРА НРК ВОН то ЖІ 
вто ЕВЕ ВЕЗЕ RE — ЈОН, РА) 2 ВЕЗА (4. 140) 
和 (4 141» 的 变 分 公式 来 建立 有 限 元 模型 。 当 然 ， 两 种 方法 得 到 
同样 的 最 后 方程 式 。 

平面 弹性 方程 式 的 矩阵 公式 

Ел» БИІНЕ ЫЗ ЖЕЗ (4.1342 至 (4.136), Я 
此 令 


= 7. 
(еј, =, | с. До {4}, ={ |. 
Yay š Тир <“ 
| (4.142) 
式 中 ， 下 标 e 意 味 着 它们 是 在 典型 的 有 限 元 e 上 确定 的 。 
其 就 ， 我 们 利用 与 平面 弹性 体 方 程式 有 鞠 总 势能 证 画 《 在 此 
不 推导 》 


ua = la „{е}1{о}.йгйу—( уг Ану 


-È „197102. 200.143) 


Bu um (f; Ji YT REBEL RE LG IET EE AER, 
ШЕР, РА ын, JER (4.143) 中 第 一 项 表示 应 变 能 ,第 二 
项 是 体积 力作 的 功 ， 而 第 三 项 是 表面 推力 所 作 欧 功 。 

应 蛮 一 亿 移 关 款 式 (4.1350. ВЈ jy ЕЗ X C4. 136) LEY 
力 平 衡 方 程式 (4.12). 能 用 下 述 形式 表示 


.315 а 


{2}. => грла), [ај,= Се). -IDI Че = (В. 


(4.144) 
XE, [C = 109], DE ЭЭ) Я РАНЕЕ 
Ә 
-% 0 | 
9 | . 
ð, 9 
| ду дс |. 


БН До 《单元 e 上 的 位 移 ) ЈЕ РА ИЛЗ ЛЖ 
xri 
ше? = > u^ "pen p еле 5 ту Ор (4. 1463 


Жан, Иов (4.1425 CBIEAME БЕГЕ за МИРАН. ЖЧ 
{2}. = [Ра = ЭЛГЭЭР ДА = ВИА, (4. 1472 


ЗА rp [8]. = РУЖ, (4.1484) 
үү? 0 үу | 0 3 0 
УУЛ, = 
л L 1 | ( PRR q 1050 0 9 ) 


у.’ D .. gv У] 
0 47 36 оф. 
ГА р фин ите uv а Т (4,1485) 
ЖЕ А ВЕЗА, (4.144 #(4.146 ХА НА, (4.143, ВЕ 5 (А! 

жент КЕЗЕ (DL 2-57) = 
СК ЦА е) = (ЕС) (4.149) 

式 中 

гкееі-» | (ВИГСОВ1,4:4у 


(yu | „из hdady- ф 210043 


- ЫЗЫ ЕЗ <4.1430 1 tuku ох y у 5 
数 , 可 以 利用 相应 于 线性 三 角形 单元 或 矩形 单元 的 线性 插值 函数 。 


«316. 


(4,150) 


атыны (#= 3) 的 弘 性 三 船形 单元 《 见 图 4.3190)， 能 够 容易 
Кој, Ж 


(e) e) 
vA -Si айлу = Ас МИЯ 


«4 151а» 


А 0 82 0 BY 0 
[B], = 4 0 уу 0 — vij 15 
pi ВА Ї vu 1 ве) Үү + 8," 


y Ғҙ, 


ңі 
12 


(c) 
54,31 ТАЕ (АЕО ОИ EA ca) 常 应 
Хе х СУ Тј) (Бу 上 典型 的 平面 弹性 问题 ;ir) 边界 为 的 计算 
HTPLN EES СЕЈ» майып, ВЕС) 中 的 第 一 
项 积分 为 
е 3117 • 


| ‚ЗР {}},4хайу= АЛЬ (3,1, 1 (4.152) 
ы 


зв Se dEXLSCURJP WAE, 对 于 找 同 边界 的 那些 单 
Яс, АБВ ВЕ. М, 4. 319 ЛР НИЈЕ ИД ЛЕ ЯН ВЕ ЩЕ Но. 
ЕЕ. ИЛ ЭН Л Л А BU ЛЕВ 2, ВТР -- а о АЈА 
ТЕТЯ TA ВА НЕ ЈА 11ТЕН 5072 14454 3 LBJ23, НВО ЧЕЛ 
ЖЕҢ СА, 312), 


САНО РЁ. 0,0,1 со, sin, А. созб, 


ln) 
= 5:20 | (4.153) 


从 方程 式 (4.15190) MA RA £X. E — Ти ЈЕ АЗ АЛЕН 28.5677 181 WJ 
ИЖЕ. БҮ, Вал ЖАУ Б ИК = ЭЛ (CSTO 单元 。 

平面 弹性 问题 的 变 分 (ФЕ) 公式 

我 们 这 里 提供 平面 弹性 问题 的 另 一 种 公式 。 这 个 方法 不 采用 
在 方程 式 (4.143》 中 的 二 次 渗 数 的 知识 《有 即 总 势 般 泛 阔 }。 我 们 
从 平面 弹性 变形 的 基本 微分 方程 式 (4.140) 开始, 建立 有 关 的 变 
分 式 和 有 了 有限 元 神 型 。 这 个 方法 正好 与 我 们 在 李 书 中 已 天使 用 的 方 
法 一 样 。 

单元 9" 上 方程 式 НОАК НЫ ЈА 
м,(і-1,2) 进行 一 әктен. 我 们 有 


"| wt ds 
НИЕ (9 + m) + Фу (о, да 


re, 98) a шэнэ 


(4,1549 


Ар, „ЖЕ Ета Ју ВЕЗА, (4.1410 ЖЕ. 
. $18 + 


УЕ REX (4.146) 的 有 限 元 播 什 ， 且 和 将 Wi = фу, = 


КАЛЕВ (4.1540, Я] 


ГК: (и ЕК Цој = (Е!) 


4.1553 
ГК (и | -EK^" (vg (Е 4 À ° 


211- ду, 09; ду; ӘЗ; 
mir MOT 22 toss © ду УУ 


ян Әф. Әф; O9. OW. 
MEC ребут аи ада 


Ri MOSS Әу; ког: ОНЬСОН, Удган (4.155) 


" aX да 
Е: = | f. dr diu + ф $. 245 
п г“ 


F; = [ ржу + ф г.а 


注意 ， 例 如 系数 矩阵 [其 1 1， 表示 在 第 一 方程 式 中 的 系数 = СВ, 
第 一 个 上 标 表 示 方 程式 的 数量 ， 而 第 二 个 上 标 表 示 谈 量 的 数 是 )。 
Ж ЗАК (4.150093[|fB, BEUEHH ТАЗ Н НЕЕ ЈИ IE 06575 ЖА 
3X (4.1555 [fm ВИЗА, 


XI ВЕНЕ лс Свето), ЖЭЛ (4.156) 能 利 


用 方程 式 (4.40) ЖІТІ. ИН, МАН I BE В) 
ЖЕ ЕНЕСИ Y ВЕЧЕ, ТЕЗЕ ҮЕГЕ ЖИІ AREA Ят АА ЕЖ 
下 述 四 种 不 问 和 的 可 能 性 : 


“июі. 区 和 vz 是 确定 的 (此 时 t+. 和 硬是 未 知 量 ) 
情况 2: ит ке Ну СИНТ? то КИ HO 
виз, ft lo ER СЕНИ? ДЕ ) 
ііі, 1,311, 3 8 09 С ЕМЧ оле ложи А» 
ИН, РЕША Ей А, Се ОЛИО, EO 中 兵 有 一 对 数值 


(4.1575 


是 必须 给 定 的 。 


例题 4.7 研究 图 4.32 所 示 的 线性 三 角形 单元 和 定形 单元 。 我 
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们 要 求 为 此 单元 计算 方程 式 (4.1500 КОЈЕ), ЭХ 
ЕЖЕ, ЈЕ ЛИВНА ВЛ 


1 1 
31 16 (40-32 uy) №, 16 Š 16 + 42) 


и. = (—8— r+) (4.158) 


РЕЗЕ (4.14843 Во ХЕ ЕЕ BI 
ZI ч 9 Vs. = 0 уа, a 0 


UW фу,» Ч: и Pr,» Va, в Уз, = 

-3 0 4 Q -і 0, 

1. 0 —4 Ü Ü + 4| (4.159) 
"-4 —3 Ü 4 4 —1 


4.32 МЕ. 5 КЕ fE JE ТЕ 1 20 
(a) 三 角形 单元 (b) Ем 


в 720» 


正 交 各 向 异性 的 介质 tc1s= 6ss=0) ЙА | НЕН Еу 


Р 
4611 + 4сзз Зета +653) — 361: — 40:21 - съл = deas Сзз— 3015 
9. 5 

ісі: 4 533 -4Ста = 3033 Сър“ 8С3: доза 4622 

4011 Ü — 1 4616 

(Ка - 1 

8: 1631 4033 — C33 
1 | 
46335 4 Cii - (212 + баз) 
1 | 


(4.1802) 
力 矢 慎 {F“'} 仅 对 第 二 个 (边界 》 积 分 有 作用 , 边 1 一 2 和 3 一 1 是 单 
元 间 的 边界 ， 而 过 2 一 3 是 问题 的 边界 , H EH BS E НЭТ А ЈУ 71%, 
如 图 4.324 所 示 。 首 先 ， НЯ 


EZ КЕСЕЛДЕРГЕ (і- 3,2) (4.151) 
- Ро = 10Р, 
fas За. у, = 10 
其 次 ， 计 算 结 点 2 和 3 上 六 的 z 和 8 分量， 有 


В. = },(0.80 = -SB Р,,-/.(0.63-р; 


Ё..-1.(0.8)--2р, Ри = 150.6) = Тр. 


3 
ЖИ 

(ғы 

Яг 

| FPES M 

{ 4 А | (4.182) 

fF. | 

L PR d 


Жан, F. IF „о 1—2$03h3— 1169 б 2-3, 
Г-Н СИЧ) OE, F 
E,-E.-E-30x10*lb/in^ мр, = у, У=0.3 (4.153) 


a 32] a 


Ей 
C11 = : =32.967Rx 10" 
1 шин Y } Ез 1 
Е.Е 
C. Ы; = -—— = 52 ЕСІЗУД x 109 
Т- Ут ем, р 
Саз = C "n =11.5а8һ x 196 
Їл КЕБ (4.160) Ж 5 
1.5041 0.8038 —1.2383 -0,5768 -09,2679 -0.2285: 
1.8729  — 0.4943 -0.4327 -0.23041 -1,5482 
| | 1,6484 0.0 - 0,4191 0.4945 
ГЕ<%21-108%8 X5 0.5799 0.3760  —0,.1442 
| 0.6799 9.2619 | 
1,9844 
(4.165) 


更 在 我 们 要 求 对 图 4.32b таи ЕЖЕ А И Ж 7; А, 
(4.155) BJHRZGBUBEABEELK' 77, Жа =4 ЖЕ = Зп, RH C.H Л 
程式 (4,154) Ш. НЕ (4.40) ЯП <4.155), 得 到 


ГКСЭЗ-1078х 

1.3370 0.5357 — 0,5678 - 0,0412 -0.6685 — 0.5357  —1.0073 0.0412) 
1.7537 0.0412 0.4441 -0.5557 -- 0.5768  —0.0412 -1.3310| 

1.3370 —0.5357 -0.1007 -8.0:18 -0.68685 O.5357| 

х 1.7537 0.0412 一 1.3219 0.5357  - 0.2768 
1,3370 0.5357 — 0.5678 - 0.0412] 

对称 的 1.7537 0.0152 0,4441 

| 1.3370. - 0.5857! 

| 1.7537] 
(4.166) 


例题 4.8 WEEL Зза жақа 5] e Ap UL И Ј BF 11:38 
TR. 11731151 Я > ЕН зс Й Зр ОР ER SURE IS DL, 


ЖАЗЫП ЕЛ АН НАЛА ЕР, 
单元 矩阵 


ЖЕН ЕЕЕ ЕТЕМ ЖЕН, 按 平 板 永 力 贝 定 对 两 个 单 范 


+ 322. 


CILE. 336, с) 2 ИВЕ Тр КИ] НЕ ИЕ, 


ic) 


图 4.33 JH 3 pz z = fü JE Ја 2 РЕ] SIB FE Гај Rs hi) 
几何 尺寸 和 有 限 元 网 格 ，(a) ЗЕТ ЛЫ, 


(b) в 1р (с) 42022 


单元 1 
mi =H =UV, + 0 Бг = = за 
из = ӧ 
Ву= -6 В, =6 В, = 0 
Ү1-0 Y. = —úü Үз =а 


19 — 112 ка > Са 1 ; ` 1 
(ЕС ј = (Е, Fri, „РР, FE, ili 


та = 10 Ib/in 


(4.167) 


(4.168) 


аз 3723. 


[K 51) ] = 


го“ " 
0 1 — Ур 
2 
-65 15 Тар ве La: 对 称 的 | 
C 
vab — 1-2 _ 3794 lC: а | 
2 
0 -ісУ”ы МГУ» 1 Yab 1 Та? 
2 . 2 2 3 
| ~ vab 0 vab - 8" 0 а“ | 
Eh 
С, = 一 一 4,169 
57 2ab(1 — у?) ( ) 
单元 2 
тутур =23=0 | тата зу = 
8150 =b В. = – Б (4.170) 
Үүз--а YW Y; =d 
ЇЕ СЭ у= FP; Бру Fie F; „Баг, ВЕТ (4.171) 
rl Та? 
ЖЕ 
| 0 а? 
| D -yab bz 5188 
Кездесе, -aù 0 0 =": 
| 
| - L а тар – 2 1-Үрр р2 1 Уа: 
| = аа -a? vab -1-Тав - 17 Тар g24 L- Ура 
= 2 2 2 _ 


(4.172) 


ЫЗА СА НВ ЕЛИ EO, Kz BENEPREGRI.2 413889 
ЖУ Е ФА У Ед 2 > 3 和 1 的 系数 的 E СОҢ), МН, ЕН 


= 324. 


каска ба И ТИВ зе p2 iana 
“ғ 7*0; mRa-2088-22h, ре 2]ЯПа= 21 
(4.173 
Жүн, 1,58-1,2,8, mE HRA 8 A ЗА АС BH ЗИ 851 
-1, Wji-2, Шімі-2, М = 158359, qul 
Ку’, = Ку, Кор = К 

等 等 。 

集合 

两 个 自由 度 (DOF ) 单 元 的 单元 息 阵 集合 与 在 4-2-6 人 中 上 叙述 
的 集合 一 样 。 对 现 有 的 有 了 有限 元 网 格 ， 总 的 和 局 部 人 的 结 太 和 刚 谋 间 
ВАР: 


и зн 


£L JS SS ЁШ HE EPI Е Ж 
HAGE) БИСЕ d BE) Am 二 部 的 
шэг. 

141,2) к. | Кок: 
单元 2 161,2) Ку» Ко. KGR? 
К за Къв” 
2(3,4) 单元 1 812(3,4) Ka: Kil 
Ки. Каз! 
单元 1 的 3t5,6) Kss КК (4.174) 
3(5,6) 单元 2 812(3,4) К ва КЕ 422 
Kss КК 
"ner Къв" 
4C7,8) gon 2 0355,6» Каа Kag? 
К» Къс” 


Am x8 ЖАЛА X RETE [н] ЛЕ КОВ E аа, ЖШН pV РКИЯН ВЕ 
系数 不 是 零 ! 反之 ， 它 是 零 。 集 合 定 阵 为 
а 125 • 


СК} = 


кір-кір крек ки? к күкір къ кр КЇР КЇР 
| кор ко ки» қы) кик? кини КЇ? ко? 
ко ки’ юу ка о ә 
ко ка кор 0 о 
кір-кір KKP кор KGP 
каро, KIP ко» КЇР 
ко KIP 
ко 
(4.175) 
жалкия 
(Fi? + > ` 
ЕХ? +F?) 
Fi 
PIU (4.176) 


{Е} = 1 Ез +Е?? | 
Ро» + Е (2 
Fi 
| FS J 
Ат, Бус Бус F, =F, Ба= ВР Е, ЕР. в р 
边界 条 性 
给 定 的 (初始 的 自由 诬 是 | 
07, =V =U, = У, = (4.177) 
已 知 сока вто ЭЗЕ, {ИТЕР О ЦЕО 中 。 力 的 平衡 要 
Ж: 
PpP gue FE + PY b 


какы ЕЧ = 0 (4.178) 


лане 
ЗЕЕ C4. 1750 BU SE РАИ ВИЗЕ РА Л] Ej ВИ ha РА 3 ВЕДЯ VIL RB НЕ 
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та СОЯУ А ЈЕ S ЛЕЗТ K BJ >, БА ҖЕ] КЕЛ Ж 98 JÉ 


ЁС 
KV? ко Ku) ка) | id > 
ку ко Ku) ка) Va |= | 0 | 
кор ки кижка кики 10.21 ГҮ 
| Kos Ко; Ко + Каз Кинки (У; J Це) 
(4.179) 


或 (利用 8-1208|, 5= 1604, #=0.0361. и- 0.25, E= 20x 
ЕЛІМ 2 р, = 1085 /ihj > 


| 83.0 —35.0 -18.2 14.4 | ( Us с 
— 836.0 72.0 21.6  —48.2 | У, | 
10: 1 F 
— 18,2 21.6 33.0 0.01 (5: | 
| 14.4 —43.2 0.0 72.01 Ly, J 
(209.0 
| 
20077 | (4. 180) 
| 800.0 | 
К о.о J 
ww НЕЕ, 495) 
(Us ) [4.07 2.34 0.17 0.59 7 
Ју, | 0-2 12.34 8.55 一 1.6 4.72 
! Us | 3 0.17 —1.6 3.63 --0.99 
(ы, 10.59 4.12 -0.98 6.88 - 
( 800.07 
| 0.0! 
1 Г 
| 800.0 | 
L 0.0) 


в 327 • 


г 11.28 


1.97 . 

= 10:54 кіп 
| 10.10 | 
L —1.09J 


(4.181) 


ЖЕ, ЯКОЕ ЕЖЕН СЕР О, ь, Va- Va) 
‘精确 的 解 对 中 线 应 是 对 称 的 ，。 这 是 由 于 在 有 限 元 离散 化 中 非 对 


T BT, 


Ка бре НІНІ PESE TORT 3E Хе ТАЈ SEFE3E S кд (120,0) ЖІ 
点 (120,160) 上 位 移 的 有 限 元 解 ( 利 用 计算 机 获得 的 值 )。 


$4.6 利用 三 角形 和 矩形 单元 不 同 网 格 和 材料 性 质 
人 的 薄板 :平面 应 力 恨 该 ;的 有 限 元 解 


ЇГ, 
网 m ti ESI 
(x10 3) 
4 3 | 
2 хапни 11.291 
E = за х 1090/2 10,853 
y = 0.25 
Со-ВБ/ 1409 
i 2 
PT. 3 ТЕ Т 9 нн 
2 E, = 31 x 1065 рр? 
E. = ат x Y05998 ЛЫ 10,787 
Сүр:-0.75х10646/812 10,128 
Ї 4 Біз- 0,28 
"E. 3 
Z ЗЕ Ж 3 [5] УЕ TE It 10,821 
CHE? 10,778 
i 2 


1 58-13 Р-2035 НАЛЫ р ГУ T — 4- Е 30.» 


Уз 


510747 


1.9627 
243226 


1.6652 
2.6758 


2.157 
2,002 


Ua 


(x 1074) 


10, 
„8243 


10 


113 


«020 
„728 


Ж 


(x10 4) 


- 1,081 
= 2.9256 


(3| 4,9 ТЕЗЕ ДЕЦА. златка [S] x TE РА ER ЖЕНА О РЕЗЕ Juj Ж: 
ЖБТ НЕ НОНЕ Шы ЗОЛИГ ЖОР ОЛ ВАН J, ЕЧ 
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ылы] 


и LI": 


ГЫ ИЕ ЖЕ ЯМ ЭНХ Ж, ЕО У — Ви]. 与 该 四 分 之 一 
ЖеНа Л ЖЕШ 4.349Ё 55. ВА. ЗАРА НЕА х 2455 
的 三 骨 形 单元 或 矩形 单元 。 


А НЕР ñ 6 W š 
5 M 4 
А eR 2 
| 
| | 
| 模型 的 四 分 之 | 
- 一 一 一 -一 一 --- ро? 


(h) 
图 4.34 TT SÉTEDQAR Л, TI EI fil БАБЖ» ta) 平面 弹性 问题 ， 
(b) IU > — EÜ КЕҢ BE ZÚ Fg ҖЕ ЖП Л ЗЕ ФЕ 


ВАЖЕ ЖИГИ НО СО ОН ЛИН PERU Жж ін EE, UE 
ГНУ АЛЕ SA SH КАТ ЕЛО Н HHE, ФА ЕТ) A H ВЕ E: 
U, = V =V;,=V,=V,=V,=U,=U,,= 0 
Уин Кл„=Кја=К,, Үүл = 0 (4.182) 
= Ор = И е —0.5б= - 0.1 
BREL ARME HHET X899 EE, ЗА 
F. ,= Fx= Р,к= F. = Fi = Е,;„= F „у = Въ = 0 
(4.183) 


а 329 « 


------т- — —-..... 


T £50) 75 Ri S fro ft C DG E — В JE ВА. т. И НЕ ER 34 ЈЕ ЗЕЈЕ ЈА. 元 的 
Яо 
U,-U,-U,,—- - 0,025 
U.—-U,-U,,- — 0.050 


U, = О, =Ы:.= -0, (015 (4.184) 

7; = М, = МБ = --0.100 

Үү 0 ЕН; 
此 与 精确 解 一 致 (2-0.2, L= 8) 

„= 28 u= {) (4.185) 
ХР е = 1,2,----- АЈ ХЕС {У = 0.52 

ОС17--0.02747ТЕ c,'——0.008242E rj — 9 

(4.186) 

БУ 23 D ВИ ЕУ) 

PL m EO = *B5 . T, = 0 (4.187) 


(i1—-v»*)L 9, (1—v?5L 
4-5-3 不 可 压缩 液体 的 流动 
研究 在 佬 人 台 域 和 中 粘性 不 可 压 乡 液体 的 稳定 流动 。 人 假定 域 范围 
遇 的 一 渴 〈 艾 如 消 z 的 方向 ?很 长 和 沿 该 所 向 不 存 丰 流动 ， 且 在 其 
ЕЕ НЫ ВЕ БЕ ҒИ pE {be ЖА РЕТ, РОЙ АННЫ 
用 二 维 模 型 来 近似 。 基 本 方程 式 为 ， 
线性 动量 守恒 ， 


2 эм M ји or ЭР — 


сн u зе л 
2l (u.a m >] дим "ayJ ap 0” 
Hg, 
он + 92 
— = 0 4.1 
3: +, 0 ТрйгН ( 84) 


ХОР, mic Пешо ЛИК ГНО ВЕ, PEEN, fonf,H 


~ 330 + 


УЖИ УН ГЛЕ И СРЕЋА, РН. Я АЗ. 
为 (网 例 题 2.5) 


= 2194, + „(2 + : Pyn, ши Рн,- - А 
ду E ТЕГ, Ё (4.190) 
ди , де до _ US 
m 32 FL. „+ 2ис т, Рая, = = š 4 
и-и тез ДЕ. (4.151) 


ТЕЖ IA ө] Шітр, 309 ФР ГЕЈ ВА ТЕТЕ ШАЕС4.157) {йн 
EH Er PT #h Is] Ey Н RE TES 
压力 Е BE ВН E: oc НЕ 
ЖЕ №. 504 БОЈ ва (4.188) (4.150) HEO 公式 为 
o= f [2u дуу, ди , и9 (8 - дау. 0: oma Р— НАС, 


Ош gx си и от 
-ф Wa uds (4.102a) 
- дм ү ди. дәү. „ЯМ: д. дуг 
0 |. Е за M 2) 27 By Әу ау 
一 Mw T -- ф w. t ds (4.1925) 
QU N Z. 
0 = |. w. (2 о Bid (4 193) 


AH, wa HAEE), Ww, C9 的 变化 》 和 和 多。CP 的 变化 ) 是 适当 

注意 ， 包 含 压 为 的 项 (在 线性 动量 方程 忒 中 ) .也 是 分 部 积 
分 。 进 行 从 P 到 Wi 利 W: 的 微分 ， 我 们 绕 得 到 物理 上 有 意义 的 自然 
HAA (包含 P)， 及 得 到 有 限 元 方程 式 的 对 称 性 :正如 我 们 即 
ГИ». НЕ Я ЛЕНА ВЕ, Bw. СКРИН: 
ЖАЙЫН УЕЛА ЭЭР, BJ ТЕ РН k 3k ЈЕ IN PR РЕ. ЎА Ш, PH 
ЕР Po ОРЕ, ЛЕЗИЈА rB Л ЖЕ 2 НО ЈЕ xn 
НЭЭ. AE, EJ s SY vo а ДУ АЛ СР АН, рН , ШУУ: ЛУУ: Ez У 
ЙЧ ХХ ЂЕ ЕЕГ (411248, 20), Вр, Хелен #6 FE ЗА 
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f. ШЇХЇРНГ ВЕ, ТІН, драмов ВГИК 55 9 
ХЕРЕ ат IDD С 44.35). АЕ СВО рН 
HEH, РИЕРВОКНи 1080: Ip — Ux. ЖШ. 用 于 P 约 播 值 应 比 
ЈН Ри о] а ЊУ Ohr ЛИКА) 30. 


学 


2 4 

оМШТї . v. p 的 结 虑 

о Но. v SERE. 

° Нр. СЖ) Юи 
1 


5 


图 4.35 不 可 压缩 液体 流动 压力 速度 模型 的 线性 和 二 次 
Яз ЖАЛП ЖЛ Н ELE 25 


МЕ ЖМ ЈА еј, RIAA БЕЈ УНЕ ЖИЛ и, v 
ЖІР 


ис Мии v= mU P= >P, (4.194) 


ив, Я: ДЈ Јегар С ЕНІН РЭН. 将 上 方程式 (4.194) 
代入 方程 式 {4.192》 (4.1932, ЗЭЭ! 
ГІК::] [К] [K t°] ірін), {Е} 
[K**] К?З] E |= (Е?) 14,195) 
| 对 称 的 fK33J УРЛ .(0) 32 
式 中 
ГК. ре да 5 21 + и 182) ГА] за 512 7 


4 332. 


ЕК? |=gUS11 ]--24[S* 7] ГК 110: CEERD 


а | 98, 99) us 99.99: 
Si: -1, атау Sl: 22 5 аха у 


“ Әх or 


51 =] 99: OV 1 gg .196 
2° 3Y A хау (4 ) 


цаг 
Е! = |, f b dzdu + 中 „Руф а 


зыш 98. :321| 08. 
ки «|. Ф; тау кој = („2009290 


Ны, АЯҚ 44.195» 中 的 三 个 矩 阵 方程 式 分 别 对 应 村 在 77 Ж 
а (4.192) ЯП (4.193) 中 的 三 个 基本 方程 式 , 在 方程 式 (4.195) 
中 的 有 报 元 模型 称 之 为 官 始 变量 衬 型 ,压力 速度 模型 或 相合 异型， 

应该 指出 的 是 : НР О 出 现在 主 对 第 线 上 ， 方 程式 (4.1952 
中 有 限 元 模型 是 非 正 定 的 。 因 此 ， 解 方程 式 在 目 前 的 情况 下 必须 
应 用 “旋转 ”的 办 法 。 同 上 时， 由 于 压力 没 表 作为 每 个 结 点 上 的 目 
由 上 度 堵 现 《 见 图 4.35)， 这 就 合 得 集合 的 计算 机 运算 更 复 获 . 汶 了 
避免 这 样 解 法 ,我 们 提 遇 一 个 替换 的 :但 是 近似 的 方 程式 (4.188) 
Ж (4,1900 的 有 限 元 会 式 。 

罚 有 限 元 襟 型 

方程 式 64.288) 和 (4,189) Пу HA НЕ НЕВЕН ЖЕ 
式 (1.1890 ЕЕ ЈЕНЕ > РЖ, ӨТ BB u 方法 
ЖАНЫ, ЇЕ ЛЭН ТР УЛ SE о (1.192) 104.193) 
НАРА 

sto [MGE а Gp 20) ] 


ди , Qv Fa: 
一 Р 一 一 + 57) — Рак 一 f 9 гагайу 


= 333 = 


= 一 -一 一 -一 -- · 


-中 cus tU) ds (4.197) 


读者 请 验算 这 个 结果 。 人 假定 速度 分 量 满 足 方 程式 (4.1890. ЖА 
и E ЖЕ (4.1970 ЗЕЕ, Eh (н, е) АЕ КД 
З АИ ВР, Асис, р) 得 到 的 二 次 形式 。 现 在 我 们 可 以 把 解 方 
程式 (4,192) ЖІ (4.193) РИА ЗА БЕЛ ЕЕ PE хх (4. 189) 
НАНА (и, ©) AEDES, F PS 32 15 AFRE 
УЫ E| ж ЛЕ be КН ЕУ Еке. ЖІЕЕ BEA P 
ЇН 


Мр ји | К 2 
Ip(M,U) = I (tt. 2) 5-3 |. C | <) ахау (4,198) 
这 等 于 和 解 下 述 变 形 СН не ОКН, 并 
令 其 为 获得); 


ди ди | ӘМ: du 
9-1, EE Өл Әх ox ^ оу 8? 


ДЕЛЕ 


рр Wf; а " Си Е + м. Ё, ds 


+ъ |, (89: a(g w, o “ӨГ Jazdy (4.199) 


AP. уа Pi me. и 下 面 将 简单 讨论 一 
ЕЕ хе НО WE p. 
H3 $0 2-3 CA 1990 УН ER ZU ER 29 HI УЖ (4.194) 
By НТ А Ја За B 
инь ге" MINE КЕРҮ 
LE [Rey Чеј 
АН, БОЖЕ В ИЕ, (4,196) В, Н. 
“АЗ? 11581114 үГ5111 ГК | ЕТ КО ] + p[ 5151 
ГА i =E] + у[5* 2] 


(4.2002 


(4.201) 
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Кїї, S15 (е, ВЕТ, D ЖАЛЕ (4.1960 Бр м № 25 58 
Е. ВУ ЕЕК 

е нх 105 = 1013 (4,202) 
АШ ДЕ Ре НЕ РЕМ. АНКЕР (4.2000 НЕ 
其 他 项 ， 是 在 计算 中 和 的 舍 入 误差 (取决 于 在 使 用 计算 机 中 的 字 长 ) 
A sP H G Л BUE CBIABARBu = 0-200, МАНН: Я 
TERAAPIA., НЭЭ SA ЖД, (1.200) САНА ЊЕ ЈУ) 

ГКЦАТ-13К" + РК (A ) = {Е} Аи 

(4.2035 

ХОР, [K! Иа ЖҚ (4. 1880 RR REMETRA (4.979 
ТИН ЖЛ 所 得 到 的 系数 第 阵 。 而 E 玫 "是 从 方程 式 (4.1990: m] 
12 РЫ СИЕ uu 11272 МН ЖЕ, Ж 


3 H 1 2 ` = 1 i = Е : 
lim| x + К ka) lim Е | 0 (4.204) 


qd. *— РЕКЛИ, 385 (34)-10), RI. Ж— + АР 
ін, МЕ АНЕ АЕ OB. Шү ей Cn 在 方程 式 
(4.2022 "На у, БАЗИЛ, НЕЕ. 
HEBER., REC IA 5B. Sp fu РКО 是 不 可 求 道 
Н), ІНАЛЫТКЛЖЕНГА ЖА CDIXDE?]4CRUDEKEGE Sp, #ЕШ 
[K^ 1 МЕА Е ЖЕ 天 2 积分 的 数值 计算 中 采用 所 谓 蛮 
挤 积 分 。 更 具体 地 说 ，、 当 后 用 线性 逢 形 单 苑 时 ， 对 CK!11 移 计算 
应 采用 标准 的 2 х 2Gauss 求 积 法 ， 而 对 [KJ] 的 计算 向 采用 1 х 1 
Gauss 求 积 法 (GaussoK Pink П,3-6-439, 48. 81М,4:6-241). 424,7 
ВЕНЕ ВЧ лг Сэ Ун, Gauss НЕШ» ПАЖ [а] ДЕ ВЕЗИ Др 
Та )8:1(0,8-0,1,25 Л, 
Бле ВМ ТІНЕН Біле БАЯН Ap ILI ЛЕ, 
ЖЕН ЕДЕН ЕЛМЕН THATE, ЛИ ЛИЙ ЭЭ 
ЇЕ ЖБ, ДАТА ТЕ др LagrangesE Ж СЇЕН Л F, 
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БИЛГЭ > 从 下 述 关 系 式 中 能 够 计算 : 


~ P: = y divus = 26 + ВЭ (4.205) 


фі.7 FER. 1060 8B BE PIE ЖИЕ {ЕЕН ЧЕ 


т т 各 4 
ж 精确 积分 1 一 一 一 一 一 一 一 
Be TE МЕ ЩО — A Cyauss ЖЕЛІ 

ба 2 1 2| ^t 0 0 n. | 1 1 1 1. 

Seog ap а 2 1| ab! i 0 0. ab 1 1 1d 
36: а z| 4 1 о 16 1 1 
АЖЕН] 4 对 和 标的 1; ЗРК НО 1, 
-2 2 1-1 —1 1 0 wv -1 1 1 -1 
[5617 -2 2 3-1 5-1 1 96 о b-1 1 1 -1| 
17 —1 1 42-42 4 0 9 1-1; 8-і 1 1-1 
-1 1 2 -3j о 09 1-1 Ізі 1 3 -1l 

-3-1 1 2 -1 9 0 1 (ті йі 1 1! 
тээ l; а 0-1 à1 09, а-1- 1 1, 
12521-4 g 1 4 0-1 1 sl 8'!—1-+ 1 lj 
Il-2-4 1 2) гі o 1 l-1-1 1 1 
Kawan т (1-1 9 0 "1-1-1 1 

55113 b 2 1-1 k| 1 0 o` bj i 3 -1 
64 2-2 а | 1-1 ний -1' 
Ет 2 对 称 的 1. L зем 1 
бо) 134-1 -1| 1 1 14-1 -1) | Y 1-1 H 

(5421 11-1-% 1 1, 11-1 -} 1 J: 1і-1-1 1 1 
t 1-1 1 1 4 -1 -1 1 1 4 1-1 1 1 
| 1 1-1-1! ' 1 1-1 -3' 1 1 -1 =li 
2 1-1-2 ^1 0 0-1] 1 1-1-1| 
rS: S 2-2-1: |4 1-і 0| s)| i -1 -1| 
bi 2 1 28 | 1 0| 46. 1 1 

对 称 的 2 | | 对 称 的 1! НТ: 1 


f за Gauss ЩЕ Л > Simpson Ui ip. 3 AB ВЕ Ж 
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ЗООГ, ше (це, обу МИНИ (4.203) Рау КОН, 
«лет, EJ AER ОСҮИ ЭН ЕТТЕ Ж CXEHE 35 
ЛЕ Лу ах (4.200) 得 到 1]。 因 为 在 Gauss 点 速度 的 导数 被 计算 ， 
站 Gauss 太 的 压力 也 被 计算 。 在 线性 矩形 单元 前 情况 下 ,每 单元 的 
中 心 点 姓 的 压力 被 计算 《因为 罚 项 使 用 一 点 准则 )。 

же, HARTAN (4.200) 训 包括 每 结 点 的 两 个 初始 自由 
№. ЕЯ Я-А 04,205) УРА. 在 混合 的 有 限 元 模型 中 ， 压 
УЕ НВ ЖЕНЕ, ЖЖ. Ув: ВН, РИ 特性 不 构成 
ЖЖ ЕН, РНР JA EA НРА РЈ ВЕН --41 НО НА 5. EG jus 
М, ШЕЕ, РЗОРТ--Н Е, АЕ 
АВАЛА а. Болт вр ЖЕ НМ ЭЭЛ ЕН ГҮ ЭН ГЭЖ, 

(51 04,10 БЭ D SE- EM) 0] ЛЕ РП ЕД ЕВЕ и a 518 РУЗ fT 
Tp НЕ ЗА ЖЕ ЛАН) pa E, БЫЛАР ЕС DJ SN 3.29), xF ЖЕ 
кожните, И E HON ЕЖА 


0405) ижъ = 0) (4,2065 
ЁОЛ), Уу €4.1880 采用 下 述 形 式 
ЭР _ ац ӘР = 7 


НОРА (4.1893э ЕНЕДІ. JEA (4.20700 ЖИЕНІ 
ЗО 


и(0) #0 и(20)=и, (4.208) 
АН Л СЭН: 
ной срв У _ ар _ _ Pi- P, 
ше та it (1 58) й г E: a 
— иу СС У 


AB. P. MIP RET = Ох = 0 处 的 压力 值 ， 这 НЕ HE 
AU АВНЕ — ЕВЕ В 0, НЯНИ. Ж ЈЕ, 

我 们 研究 一 个 具有 如 图 4.36a 所 示 边 界 条 性 的 宽度 a 党 x 方 向 ) 的 
B. Жи=1, 4=2, b=3, u,-3, Р,=1 Ж Р =0, 记忆 
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dP dy = ~ 0,5. 
压力 一 速度 模型 
МЕ CHEST ЕҢЕЛ (04.36) 使 用 一 个 速度 场 的 

рК {БЫ ВИ ЛЕ Л во РЕЗ А; 


и= Уи, о= € v P = > Pi, (4,210) 


1—1 фяж | 1- 1 


21.36 Airi A Couette: сан н =, а-г, 
uo 73, Ро=1); (Бу ЕЛЕНИТЕ, (с) ЈЕ 
JERR ga x 3-7 вол А RES; (4) 罚 有 四 元 模型 的 
1 x 3⁄6 АЕ КАН CES Fa] ЖЕ 
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AP., У.Е аз (4.128› ИЖЕ СТЕНА. 365 ҮР 54468 
5525 |8] T 4.28" BJ 28 л Sar DA PF), Ф.Н: Вн эс (4.1210 的 
2E E f [£i РО СО нү, 4.27). | 

ЖЕ EF D; 0.55934 T 2&8 FEAT ВОЗЕ rg an ЭГ-25 ЇР, ТО P ЕІНІЗ Ye sE 
РЕ ЗЕЛЕ Н рот. ТАМ 


ди 
:=0, т. = Р-Р Эл, = — Р,С—1) «В, 
oT (4.211) 


T = a; t= (065 -Р пе – Ра) = – Ра 
ХОЛ Л АЛГЙ (4.196) "р ui AB, 1851) 
лот [аа | тоду (4.212) 
Ал, ГОУ КИ HE ER л Ау ФЕН Ië мағ. 


$-0-X0-7) Ф. = CE (4.215) 


= 00-50) 
将 方程 式 (4.213) 代入 方程 式 〈4.2127， 并 进行 积分 ， 得 到 
fi=t.(2) Ў. =! (50) пет. (2) (4.214). 


因为 不 存在 受 压 力 询 基本 边界 条 性 ， 上 压力 仅 在 一 个 任意 常数 
中 计算 。 在 用 压 为 一 速度 模型 的 有 限 元 分 析 中 ， 必 须 在 东 乒 上 
至 少 销 定 一 个 PP， 以 使 确定 此 常数 CA 后 EEJ PUS LE Ч 27 
#2. ЖЕЙМІН, ВАЛА ЗЛУ Ел ВОР 0 C ЩИ М, TEfS 
点 3 处 ) 
Р. = Ü (4,215) 
37S ЗЕ БАЈ А Л СМ. 4.365,, ЈЕЛИ BJ) 
矩阵 是 20 x 20 阶 的 矩阵 。 边 界 条 性 是 
(U =V i=U,=Vy=U,=Vy=V, гУ рг У = У ЗУ, 
= Ü 
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U, -U,2U,-3,0 | (4.216) 
所 得 方程 组 (是 5 х5) ҮЙ 
U, =U,=3.75 Р,-5.0 Р,-17.0 Р,--20.0 
(4.217) 
ЭМЭ НЭР НОЈЕ УЕ КЕ ГИЯ Ж ЯН М9, ЕЕ МЕ $858 87 
(真正 的 解 在 x = ОР = 1.0), ЭЛ ЛЕ И ЈЕ] BE riu BT aS pl 
е Сй а, EE 72 ой! 12:15: ЕНЕ RES R), 
一 个 2x З МА зс БН ЮЕ 4.3602 得 到 速度 和 压力 二 
者 的 精确 解 CAPES SPE ЕЈ) 
HARTAN 
BHRAN ARTE Б НЕ. 71—— уй БНР Жи ЈЕЛ ERA 26 ФЕ ЯН Іні 
СМ 4.3687. 在 方程 式 (4.201) Ч HI Ж А.Т ЖЕТГІ d 
ЙА ло ЖР Fk + 


[f 2 - 2 — 1 1 1 
| _ 9 _ 
| | — 1 1 20-21 
L 1 -1 -2 2 J 
Г 2 1 — 1 — 2 | 
1 20-32 -1 
-8 
-1 -2 2 | 
|-52 -1 1 2 J 
r 1 =i -i 1 - 
| 
y8 | — 1 1 1 а | 
ж, 1 1 zu 
| | | 
L1 —1 ~ 1 14: 
r 35-22 =l l 
| | 
- 2 1 —1 
ГК ја | + 
| 1 2 — 2 
\ 1 I -1 -3 2 4 
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ET IT 


HAR- AMIEN 
паж 


г 2 1 —1 – 2 
23 1 J -2 一 1 
- 1 - 2 2 1 
Гә -1 1 2 Ј 
Г 1 1 — 1 — Í һ 
| Ву 1 1 —1 -1 | 
4 1-1 -1 1 1 y 
L-1 -і 1 1 d 
(?.й72 ` (9,13 
| Q.; | | О., | 
(F!)- | р (Е?) = | | (4.218) 
| О. | | ©,» | 
| £.h/2 J бо, 


Зан, в-1/В-В,/Л,, ПА Елени Ке — "ТА x Зв 
结 点 线性 单元 的 网 格 如 图 4.,36d 所 示 。 

对 罚 参 数 Y 的 不 同 选 择 的 罚 有 限 元 解 在 岩 4.8 中 给 出 。 在 地 有 
的 情况 下 ， клавиши щ AEREA Верн Ж 


у -- - 


-1.0 |: о 1Х3,у-30 go № 
p [X53,»240 is 
A Іхбу-за [^to 误差 79 ур 5 
w lx á y= 40 ELI к 
}X 2,y = 3.0 É £ М de -зор 
il 
-3.0 
— 4 
r = 罚 参 数 
| H 
m 
Т E 
A, 
-5.0 
0 


0 Ї z 3 4 š а 7 12 13 14 ls 16 17 18 


т 0 ла 了 
4.57 ТРЕЊЕ Т ЖЕНЕ SEE 
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пеш, ХРАНИ БЛЕЯ, ВО И НИЯ К, ХИ 
的 。 同 样 ， 对 所 有 固定 的 rY， 随 着 网 格 的 加 密 ， 解 也 是 妆 钱 的 。 注 
и. теще Су=10%— 10:27), ЖЗ ЕЛ Aç E 
ВУСА 94.370. 一般 说 ， 这 范围 取决 于 问题 性 质 、 上 所 用 的 网 入 以 
及 使 用 的 计算 机 中 的 宝 长 。 


Жаз МНЕ РЕН bed ЈЕ ici 


一 4—8 00—————  _ _Ї __________.._ ____ „лиана гъ. НН" 


105 105-1011 1012 1013 


— .— 


x 
E 
ЕЖ 


асаалаа. — — —— — --- — 


4.0121 3,8280 2,7207 3.7510 3.1501 3.750D 3,7500 3.7482 


— — я —— — = 


— — — — - ы — 


— 


3.0000 3.0000 2.00020 3.0000 3,0000 3.6000 3.0000 


= -— — — — таныл — — 


3.2000 2.0541 2.0065 3,0007 3.0001 3.0006 2,9888 2,9957 0.4000 


= = 一 -一 — — — — — 


хз 


4.2000 4.0541 4.0085 4,0007 4.0001 4.0000 3,9898 2.9950 3,2000 


— - —— — — — — — -- 


3.0009 


x6 3.0 


4 „0000 


1,9335 
3,1849 
а. 9170 
1 „1613 
5.9235 
3.0000 


95-0000 


1 „ВОЧЕ 
3.03431 
STATS 
4.0331 
3.8098 
34.0000 


3,0000 2,0002 


1.т610 
3.0000 


1.7590 
3.0012 
3.7583 
4.0912 
3.7280 
43,0300 


5414510 


3.0000 3.0000 3.0000 


1.7201 1.72500 1,7497 
5.0000 3,0000 2,9995 


3.7010 3.7501 32,7500 3.7494 
4.0000 4,6000 4,0000 5,9904 


3.7501 3.7500 3.1496 


3,0000 3.0000 3.0000 23,0000 


3.0000 


1.74523 
2.2919 
2.7404 2.1162 
3.9914 2,8276 
4.7441 2.6420 
3.0000 2,0000 


1.02316 
24.0952 


例题 4.11 WARTETE H ЖЕ ЈЕ Ра T HS ОЕ ТТ ha Jü) B dt 
Я. BEBE HEB % ВЕЛИ АК FS R КОЊ, 行 一 个 平面 流 
动 的 情况 GE FH RJ WS BE ЯШАУ [EI ЕБ Р Ж JE; АМ, BU F° ТЕГ HO „ТЕБЕ ЧЕ EST VC 
ана. ЗП ЕН Bic ПРУ ЛЕ РЕ АН. Вива ТИ 
СВЕ НТ EAE Мада1(1868э ЕН (2 B] Жижи Ээ. 
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и = Su = 1 ~ у. у= = ^p (8- 2.) 


26 b? 
P, , 2 2 Зиг а“ 
Р = с? (a^ -y* —x^) P, = E 
я р | | 
о, => ди C Ра >! (æ? — 3y? -a+ 2b?) (4.219 
ах а“ 
О Р a А А 
TE Po То (e pu? ај — 562 
728 Эр ците? куба! 20?) 
тэн ом gx. ғаты 
cy ах 4° 


Арис Е Е H АНА АВИ НЕ САВИН А K). По 425 
Жі2а ЖИ] 586 ТАН [н] PJ Ba ЖАЛЫНЫ ВЕ СА 4.3802. ШУУ 
XX ВИ ЊЕ ЖЕ, АЧ E 2 — БА ПЕК, Г. ЛЕА (ВЕРЫ 


R RSS АГЕ тена кал ЖЕ 28 t: ТГ ЈЕ 22 IA 
са» Ша ли кор, (b) : Н M OG PES 


kE BEO SY Sp h Н — 4-5 x зле ок ERE 8 JE FJ ^3 КИЯ] RS ,而 
在 罚 模型 中 ( 见 图 4.3858) 使 用 10x Бр Iu 25 dx 26 РЕ РА Së BJ Ed БА „ТЕ 
自由 表面 ( 即 在 z = a4 椒 ) 附 近 ， 使 用 较 小 单元 的 非 均匀 网 格 能 精确 
地 接近 桨 应力 的 奇 点 。 罚 模型 使 用 的 网 格 正 好 与 混合 模型 中 使 用 
的 爽 烙 有 相同 的 结 点 数量 。 

Ех = 3 和 X= 656 姓 , 水 平 速 度 & 作 为 5 的 函数 曲 钱 如 图 4.39 所 示 。 
利用 提 合 模型 和 铝 有 限 元 模型 记得 到 的 有 腿 元 解 与 Nadai 的 近似 
解 是 一 致 的 。 在 yz=0,.125 椒 〔 即 接近 对 称 水 平 轴 ) 的 压 为 和 在 y 

* 3414 


= 1. 875 ДЕ С ИП Fe ТА БОЛЬ m Ма VEZ z B БАЖА НИ 16-04 40 
із. ПЕРЕН Жо, ЯЕТЕ10 х 6 的 网 格 了 的 每 个 单元 的 中 心 处 计算 
《和 在 丙种 模型 中 )。 在 混合 模型 中 ， 线 性 搬 信 被 用 来 计算 10x6 网 
格 的 每 个 单元 中 心 的 P 值 。 有 痕 元 法 得 到 的 ?与 0, 与 Nadai 的 近似 


和 解 是 相当 一 至 的 。 


F |» Р 
арш ИИ 1 
— Мада Ше h ' 
I 
oig тҮ fi л 
1.0 — А 
яя ли | 
Ф т 
ы ao 
- қыш : = LI M 
r-0 т 1 2 хв 3 2 3 4 қ 


JE Hr Fi ВИЖ РА ЗІНІ БА ТИНА FB. ли S3 Nadal 


4.39 
的 近似 解 的 比较 (1-6, b=2, и-1 


y 70.25 — Wadai YE ИА 
о жали 
е пямля. 


4.0 


ж 


х — 
2. 40 50 ` 


по 20 4.3 6. со l 
4.30 Г БРЕ ӨӨ НЕ РР, 0.1255 8410,(7, 1.875) 
Е iH ХУБИ E EE: 


X]u(z,0.25)f810,(2,0.1250 BT с Sp Nadal 的 解析 解 的 


а 244 • 


Hz ЭТЕ 224 др ЕЕ НАЯ лв Nadai B рте ВУ SC TELE 
应 力 的 更 好 。 应 该 牢记 解析 和 解 是 不 精确 的 解 。 
Ж4.9 АРЕНА А S EEG EC ER 


ит, 0,257 -g,€060,0,1225) 

т Е Т ти ні т 汇合 БИ JE HT 
0.0 0,0 0,0 0.0 0.5 8.021 А „ВЕБ 9.200 
1,0 0.7378 0.7452 0,7383 1.5 8.261 8.500 #4822 
2.0 1.4793 1.4911) 1.4756 Зай 7.213 7.766 7.972 
3.0 2,2241 2.2318 2.2148 3. 5,400 8.8423 2.900 
4.0 2,9744 3.0074 2.8531 1.22 2 „408 2.912 4,860 
4.5 3.3185 3.3984 3.3223 4.75 4.358 4,215 4.017 
5.0 3.7616 3.7996 3,6914 5.12 3.369 3.293 4,423 
5.29 3.9259 3.9639 3.8750 9497 2.270 2.610 2.80 
5.50 4,0418 4.1242 4,089: 2.62 1,157 1.546 2.414 
5.75 4.1102 4.1986 4.2441 з„ёт 0 „0638 0.0215 1,719 
8.00 4,1358 4.2127 4.4297 шин шин — — 


t И Ему. 


*4-5-4 弹性 板 的 弯曲 

这 里 我 们 研究 二 准 梁 理论 的 推广 ， 即 松 的 弯 曲 。 概 字 表 示 
这 样 岩 物 体 , 它 是 以 本 平行 平面 为 界 , 它 的 横 问 只 十 比 其 平面 届 的 
间距 夫 。 从 几何 堂上 圭 讲 , 板 与 在 4-5-2 节 中 讨论 的 平面 弹性 体 相 似 。 
然而 ， 板 是 横向 《 即 惟 直 于 板 的 平面 ;加 载 。 在 某 些 简化 假设 下 ， 
D ХН # "РАНГИ 88 18] 2S XE w ill ARE P TIT НУ 25 ИН ЖК 5 405, 的 方程 式 为 
СЮТ 3B ЖЕНТ EJ ЖЕТЕ ТЕ ИЕ) 


9 Ow à дуг _ 

2..5. (Se J) + Ds, x )-4-0 
(4.22043 
à 05, 95, ð f S, , 95, 
9 др, 9х + р.,22 Лүн 199: | до, 
Әл Ч! äg M га) + 8% Oy ( Em. + oc ) 
QW y 
-Das (5,+-©—)=0 (4.2205) 


.134994 


р,.-9 (93. + ӨЗ, ) + o D ӨЗ, гр дз, ) 


да ` ду да ды х gm 4% Ov 
QW 
一 D S, + 一 二 一 一 = í 4 .22063 
И! Әм ) ( 


ЗОН, АН AA MX, ПР... Dess Dir Ро, Па Л Га 
ЛЕЛЕ AR Re ПА УВЕ Ec АЈ OLI 
р, = С“, Рав ВО sh Di шэнэ ы 
Ро. = цэ 
Gih” 
{2 

жн, E, ВЕ Фе ИІ njf Young;j& SEES, vi. 和 vii 
{=V E, /E, Б Ролавоп , Съ, Gi AUG ЕДЕ D ЖЕ ЖЕДЕ 
ЖЫШ — p r и 23 ТИ ЈУГ ШЕНЕ, ус ba НА ЛЕНЕ. 

ZE Hh НВ E, Ма 2200 ЖЕ рак, РН АРАН 
ОЗЕР) — МЕ РЕ Жуф (i= |, 2, ЗН ЙГЕ F 


24-4 


Dis = у Од = у.г: Dag = 


| -Ф|(14/Н5 of Ба. (4. 220а) ахау = 0 
| $, {LHS of Еа.<4.2206) кун 0 
| „Фона of Eq.(4.220c)idzdg 0 


Әф ду оф gw | 
| Др Go у) + Das S (se) aea 


m 
= |. Pidd z dy + ф А „Фа (2. А ( 5, + dn. 
rD,,( S, + DY )n, јаз (4.222а) 
+ 45.) - р,,%,(8,+ 195) јазау 
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+ Dos NE 95, D» Да» (4,2226) 
NODI Id 

+ D... P эв. + Бььд: (5, жен 
е 

ыр, (95, 95. н Је (4.2220) 


нэ li g» НВ пр Б. 
о, 7 м. . 19 СИЖУ), 


图 4,41 ВЕЛЕ ЛА ЈА SEANA AD EEA М Е PF 
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БИРА Фү, Ф.Ф: 5138 РЕ 5 ЛУ ди, 65,1165, АЖЖ 
TEIL (4,222) НУ, ЕЯ Нее 
RJ HX, А ER ЖЭТ, ШДЭ, 5,15, 9 EXE T4 pk 252534 97251. Н 
3532 r. 26 Р BJ ЖШ] Bj EORR ВУ JJ ЖЭС АМ 14.41. 


ах, де, 95, 95. 
М. = D 1+0 А а” 
та 12 ду ШЕТ: ду 
= 95, , 05, 
Mam D (Sea (4.223) 


方程 式 64.222) 的 有 限 元 模型 可 用 根 设 的 下 述 形 式 的 插值 得 
ІҢ 
м = wu, S. = Y sg 5, = S Siy, 
(4.224) 
最 然 ， 册 可 以 是 线性 的 ， 二 次 的 等 等 。 和 将 方程 5.(4,2249Я1 $. = 
y. (т=1, 2, 32 RAJ АС4.222), #1288] 


[гк] (кој EK 1 (09) (т) 
[K??] [K:33 18 (въ) 
L 对 称 的 [к°з 1065) Urs) 
(4 225) 
去 中 „96. си оф, ад OV; d 
реј (p. S + вв ay ду jda y 


Кі? = КЕЛ PHP 


= КЕ 99: фатау 


_ Эв. дф Әф, ov, 
= он òr Ол + Daa “ау ду 


+D, Vus ја хау 
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25 一 9%; ду; O9. ду; 
КІ) 一 | (Pp, аг ду + Эу» ду Ad )dzdy 


з 3 "I eu аҙ; от; 
ка = | (э. 2% 866 ыр, Әй ов 
Ёс 595 х aro ^ 8% ду ау 


+ Рафи, јаха у (4.226) 
Ре | „за zd у + ф „Оба: О,=0,8, + O,n, 
ы Г 
Е; - ф M, d s M, = М.и. + Meon, 
ге 
Е! 一 M vds Mn = Мин + M, 
ге 


单元 刚度 定 阵 (4.225) 是 38x зар, ХЕ, п 是 每 单元 的 结 点 数 。 
当 采 用 四 结 点 矩形 单元 时 ， 则 音 元 刚度 宅 阵 是 12x 12, НЕ 
З BET J; А (4,226) XA ТЕРЕТ, 
应 该 注意 的 十 ; SA ВЕ НЗ НН К СИ, ДЕЈ fS д 
rH Т ба РЈ BS РУ ЛЕО С ОТ Р, 和 了 ss 项 ) 带 来 计算 上 的 困难 。 对 
TH., ВЫ ли ЛЕ ЋЕ НЕ Да ЖІНШ, РН ло РО ДЕ ХЕРЕ НК Ou BJ 
ЖЕН СИН НҚ), JPARIBIUS (0158 Cw. SI. SO 的 不 
ІНЕ, KAA ЭЭЛ e Шал ГЖ Л-4 ЖЭ 
5,+ 2%. =0 S, + 97. =0 (4,227) 


Ра, PEIA RREA T АСЕ БК E. НЕ 
A^ i SLE СБ. 30) НЗ В АЗЫ ЕН J T WE TF 
算 上 的 困难 《〈 即 避免 联 锁 )， 应 利用 隆 阶 税 分 方法 计算 ЭР. 
Ро, НИ ИНЖ. М. МЕН ЕН iB oe IE LEE 
Hi) x ТИЈ бан ва НЕ Ih, PA 11-53 89-0] BE EE D C HD БЫ ЕБ, ID. S fur mio. 
НО МЕТ А Fe hb ЭЛДЭВ 2 х 2 的 Gauss 准 蜀 , 当 使 用 八 结 点 或 九 半 点 天 
形 单 元 时 ， 分 别 使 用 2x2 和 3 х 3 Gauss ЛІ ЖҮРЕР ЕР ГІЛІ ЯП 2: 
AE 3 

例题 4.12 ЇЇ 5 BT BL SS — Ar RE SER ЖІНІН kE BU 


* 249 < 


ЕЯ. НЕРЖ. Gd 010088 3E Bx p №. ТЕ 
J жой Е Схта/2Жу-а/2о 5 Я ЗЕ ËF 29 


w = 0 5, =0 G4r-a/2Hm 

у= 0 5,50 чут а/о (4.2280) 
ЖЫ (а= Оту = 0) ЕД ЕЯ 

5.00, I= 5,2», 0) = 0 (4,2285) 


ИИК ЇН Е, НАШ ЖЕ GEiEG AA fB АЛ АО 


О=0 їїїл-0Я4НЫ-0 
М,-0С ўи оО г-а/2 (4 .2286) 
М,-0 х= оду = а/2 


Ж £X СИВ 3022, ЛЕГ а о FJ ИН 
3542.10 Мы». ВАННАЯ ТИ. 各 向 


1x1 ЖЕНЕ 2x2 ЕН 4х4 ҮЕ 2x2 二 并 的 
il — — = = — —— — w — 
^h B rA n (ІТ, u т. ти =, те! о. 
Е Nn. 0.0182 1.474 — 0.1185 32,888 0,218 4,770 0.2899 
10 М 3.950 0.0953 4.712 0.2350 2,773 0,9581 4.793 0.2715 
Е 0.270 0,0053 0.957 0.0476 2.363 0.1375 4.570 0.2683 
а М 3.669 0.0924 4.524 0.2350 1,503 0.2660 4.633 0.2715 
Е 0.0595 0.0014 „270 — 0.0140 — 0.9443 0.0558 4.505 0.269% 
44 М 3,509 0.0952 2,375  0,2349 1.560 — 0.28561 4.592 0,2714 
Е 6.005 0.0001 0.182 0.0002 0.5515 0.0386 4.498 0,2887 
50 M 5.590 0.0953 4,472 0,2350 4.555 0.2560 34.58; 6.2714 
Е 0.01 0.0007 0.047 0.0024 0,182 0.0108 4.482 0.2084 
106 M 5.579 0,0953 4,465 — 0.232 4.548 0.2881 4.180 1217 
ee ee 
— А 8 z -一 | 2 
"T _ БЕН? х 107 с, зе (A.A, вн, 
Шаа " сай? 
ü ü 
А = (1х1 ER PE НЭЭ. асах ЕНИ), ds 4*4 За РЕНО, 


lj fECY = 0,25) 801E 73 RE В ch ли KE ЛЕ ЖИ FZ 7183 ЛЕЩА 


0.05283042X 2 СЖ), 


. 350 = 


нн ЕЕН Ж Е тловБецко# Wolnowsky- Krieget(1962)7; 10 = 4.580, 


h [y 
| | q. 4 dt = ын Ч, (4,229) 
ü 1| 


Жер, huh, Eee Jü POE SR НЭГ, MR БЕН, ГЕНЕ 
XE FR 73 JE SEED hT FPA, 22827 1, 

BESLEREPDELAR. БЕНЕН ЖЕ] А НЕ Л 7 ЕН, НОЕ 
困 列 在 天 4.10 中 。 注 意 ， 通 常 混合 (M) 积 分 比 全 (F) 积分 给 出 更 
精确 的 结果 。 随 着 网 格 的 加 密 或 使 用 高 次 单元 时 ， 降 阶 积 分 的 影 
嘎 在 精确 度 土 会 副 螺 (也 就 是 说 ,无 论 全 舱 分 还 是 降 防 积分 都 给 出 
注意 的 结果 )。 


"4-6 与 时 间 有 关 的 问题 
4-6-1 概述 

XX — Ен ВЕ АЧ Ар ЗЕГЕ НЕЕ НИ ТЫ ШИН 2—5 
"е — РЁ, 807 ЕК КУ 23-а ІН, МОНА ETE 2-5-4 
Ti ТЕ ЗЕ г, НР ИЕ АСЕ ЕДІН РА 2682 BREL № 
же. ЕР: АБЭ) БИЖАН. СНЕ НИ jS H IJ ЦЕ JE 
非常 简单 的 ， 我 们 用 它们 说 明 НІНІ ЫН ЖАЗЫ Ж, Е 
了 几何 团 形 的 二 维 问题 则 要 求 应 用 等 佑 元 及 数值 积分 48 节 去 门 讨 
ША ЕГНЕ ЕГЕН. ЕЛЕН ЕНК Нр РЕ РД РВ р 
Фе AR IEP а АЈА А, МА, 48ЯГ Hi ЧУ ару 65s 
的 程序 。 
4-62 ЗВОН 

ЗАНЕСЕН, жена лл ГИС ЖЫ 0 т луі 
мани IUBE ITE 


u 
ei - S (А ORRA: 一- е) +] =0 ЕО 
О £ = Ë, (4,2560 
НОЛЕ ФУ: 
ом, дм, ~ P" .. 
k,- + Ë, p HECU = Uo + q =0 Г 220 
"ах ray (th fee 


. 321 « 


=u Er, 上 120 


(4,2310) 
初始 条 和 件 为 ， 
мозг ОН 1-0 (4.2315) 


这 里 、 X In, Cia Ri. R.. BL Lu. 4. А. Ї а 是 
E3558 TR s o EHE В] РЕЈ БАБ 
AAO EFFRO, 230) 464, 2319 BUS Br t зи 
_ Ou ди ди _, де ди 
от) (ар 8-5 фу Аа 


ғ os оу ду CU )dedy 
еф 8и а.) eva Ms (4,232) 

将 式 
ист,фја РрисРфСту) (4.233) 


的 有 限 元 捅 值 画 数 和 = = RAR. 232), Ж, 


0 = > 1. cridrdy) иј 


оф, Әу: OV. ov j | 
+ |. е (е Өх Өл ый; ЭН ap ашау 


+f UM drdy 
ИЛХЭН К JER: 
[ме царе KO u> = {ЕС} (4.234) 


ЖӨН 
А, - | Ае сау Фусу 


ға ОР, QU, Н a, oW ; 
ЕЕ А DU RR, ЕЕ ЕТ Ји ха 
E NEG ол dr шиг dy зы ) 99 


+ ф „Виа (4. 285) 
» 1524 ` 


магтжээ 
不 可 正 缩 的 粘性 流体 ， 与 式 (4.188) 相 联系 的 与 时 间 有 关 的 
УНН F ak да: 
M ppd д (ди. Oe) OP roi 


а! ах? ду “дн әк” ді 
oz ð гон до ага а _ 
1 — + ——— ј,= 0 5 TAI 
бер а oy аг )— 2и OU^ ду 在 2 п 
Qu „де _ - 
да "op 207 
17-0 (4,2360) 
Hi EIE | 
цн, = 六 有 中 1-0 (4,2365) 


对 于 #0 的 边界 条 人 性， 可 由 (4.190;) 方 程式 表示 ,这 里 缠 出 与 方程 
xÜ f ii Ar РА 3 l Tl 35077 КОН FR DIR И 
混合 模型 | БЕСА. 326) BJ HJ [B] Sp ЖЕЛИП E; 7; ЖЕ (4. 234) 
H: BJ Psl Їн) ts ЛАН 10, Sg 754.236) НД SS WPP. 元 XB 
КЕЛІ ЈЕ ЗА 4.195) 5922 FË, РАИ ГА ЛОС, 
[[M113 Го хан 18] 
L0; ГМ] [о] | m 
| 10: [о] 101, p) 
[EK] [КР] (КЗ (47) 
+ | [К\® 7 скеј DK?9] | Te] 
I[K13Jr [K?*]f Го: dle) 


нік 
= 21 (4,237) 


{0} 


ГК" ІШЕ") (а8,8-1,2,ЗУЯГ 223 (4.19652% 5p, 
Мара МАН пасе. 235 ЕВ НІМ, АЕ, ВЕК (4.2372 ар 
成 通用 形式 : 


= 353 е. 


(и) 
ГМ {А КА) + (F) 283 (4.238) 
РУ 
JARE БН 4.236) XB is BE ЯН 24876 АТ H 
TGÉESM: 
(4.239) 


ГМА} e EK КА) = CF) 
жәр, СКОНЕ BU x М Эг ЭХ (4 2019 Я (4,198), LM Jul 
- СМ] [04 
ин -| [0] ме 
Mi; МОЖЕ ЕВО HD X BU ЖА ХЭН PE < 
Жер Е ”党 虑 平面 弹性 体 运 动 方 程 [ 好 方程 式 (4.]40) 前 动 


3 EU 
c, Sy Аби, 2)-12-07 
| (ва (4.240а) 

с а — Bíu,vu)-f,20 

Sp be. 
H = ма UG п ~ 

£ = 0 (4.2406) 

oH _ E =. + 
д" ct 7 

ан, АС, “ВС, (А 1400 ЕЕ ООО 


C. c. {КЕД ре: = РАЈА D: Pu Я. ХРТ по“, 
ЕУ ЕЕ B О D ЈА 4.146){К, На (4.2404) 的 
5з ЖЕҢИ НОЛЕ САЗАН 1044: 
[M^] :01 qii: Bll] Кии} 
rL M | її | У - 4 
[0] ed ZEE p ке И 


(Е!) 
ZZ" id (4.241) 
ав, Ме; = М: На. 235955 X. B9 FR BEAR EE (用 ond E 


» 354 • 


сі), КОЗЕ СЕ] = 1, 2, т ве, В< 1,293) 5 (4.1560 Eom, 
важен ЖЕ БОТУ H в) R23X BJ R] F xL ES: 


LiGw.S,, 5, О жае: 57 T 
| 
L.OP,$,,8,) 56; SE ОН #20 (4,242) 
55 
Liew, S. S, не 9") 
он 


А, Бабе), ГОНО ДЕ ИРА (4.2203 X, 的 fX 
Tk SR sy Af T., c Бс. hr ЖЕНЕ ЖЛЕ В ЖЗҚ CA 224) 
代入 半 离 散 的 变 分 公式 ， 本 得 ， 
ГІМІЗ [0] ТОЗ 12 
[101 EM*3 год (en premere 
г 


Lio] Го? ( M] 15, 
(4,243) 
AP, (АЕ, 15.1, (0.1). cio phe; = p? / 12, ра ЊЕ 
М ;= ШЕРДІ (4,2440 


Mi, = М8, = = |... a ахау 


ГКІНЕРІЗ ЖШ. ТЕДА АЈ EA. 226) У. 
4 63 WE ur 
ВЛЕЕ, ХРЕН B9 Ва BHIB]SS,4-6—-25*B ВАЗЕ НУР 9 
зз Р л 39, т) k s НЕ АЈ Ија ЕЗІНІН qt v; НА ЖОО ЖІ 
组 ， * 
„МОРА ү4«ТКТАУ-гЕ) (4.245) 
M3LA )+[K3(A) = £F) (4.246) 
Зу ГЖ, (4.234), (4.238) (4, 2393 А. Jp A (4.225) dl. 10 
Ji fE3X CA. 241) (4,2432 ЖЗҚ CA. 2460 НО ЗЭР. БУЯ12-3-419 
网线 果 ， 订 推导 尚方 程 臣 人 4.245) 玉 (4.246) 的 完全 离散 模型 。 
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Jg Jp FR ЭХ (4.2450 (4.246) Ч XXI 22:28 ИК ИЧ Роло РА Нр 


Ж к3н: 

ГАНА}, = IF) (4.247) 
式 中 ，。 对 于 方程 式 (4.245} 和 (4.246) 的 [无 1 和 {请 } 而 分 别 用 下 列 
fri 


ГА та М1 ча, [К] 
(Ее (Ма ~ ак оса), фа (Е таг {Е}, 1 
| (4.248) 
fil 
ГА] =[КЭ+а, ГМ? 
(Ве (Еда + Г Маса, {А}, ка (А), +а,(А }„) 


(4,248) 
ХОР, бо» a, n H Бэлх 
2 1 „ 4 
СА АЕ а,=а,% а= 1 
а. =(ј— 224: a, = GAL (4.250) 


НЕ = г, ВеО ИАА), ТЕВЕ = #, „1 (ч + 1241] ГУ 
{4241 求解 方程 式 (4,247)。 当 时 间 #=0 时 , 问题 的 初始 条 件 遇 于 起 
ВВЕР, ВНИИ, ДЕЕЗОННА) 可 由 方程 式 
(4,24601Г Жо 

[4.13 ИЕ ЫН НӘ S6 Bod t Sp У, 


T - 
TC УГ = 1490 = {(г,5):0< 00,0041 (4.251а) 


сз, ARRA: 
T = ОГ, = ү 26-18) = Е 
Г 
Su = ОЈЕГ. = {直线 xz =0 和 y = 0) Е 
ХЕ (х,у), ЖЭ ЗА: 
Т =Ü ft = Ü (4.251c) 


我 们 选择 4X4 的 线性 三 角 单 元 网 格 ( 参 看 图 4.42) 来 模拟 此 
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(4,2515) 


Drm or e РЕГ 
ar. 1.0 
гу? 


2.42 1. АЗИЈЕ Е SE На EE. АЛЕММЕН 


hk, ЖЖ Crank-Nicolson РЕНН, МУ 
Crank-Nicolson ЖЕЛЕР ИВ, НГУ PETER ATTIN. 35 №, CU 
<4f 很 大 时 ， 解 可 能 不 精确 。 为 获得 一 台 适 的 精确 度 , 可 按 下 式 求 
АР, 


2 


At« ut (4.252) 


Жив, Лаа ре: — v^ 的 最 小 特征 值 (参看 习题 4.63;， 在 日 
ва ДЕ ГП, ЈА! =0.05, 

HERAA. 234), Н, Сізі. Я =А,=1 8-0 
те, ПИОНИРЕ ЕА Е: 

U,-U,,-U,,-2U,,-U,,-U,.. = Б, а =. = О, = 0 

АНА ЗЕРО = 0(i=1,2,3,: 25 1, nf R e ts № 式 
(4.247334164,2483 34 ЗПУ Б ЖЕН, Ж Аз pal {Н {ИЗИНЕ T Or, 
и,0) БУ, 1184. АЗа РТ ла „ЕН [Йй]? = 1,0 时 达到 稳定 状态 ， 
Ва ЕЕТСО,О, ғ БВС 5И НА, 436 И 25, "UC ЖАН EE JA E 到 
稳定 状态 的 变化 过 程 。 表 4.11 给 出 ! = 1, ОНУ ЕН] BE 75 f8 ХИ ЗА SS НУ 
Ж сй, НЫСА ІНЕН EC E 


• )57 е 


0926 
ыг L= 1.0 
Ë 35 š 
1:205 ч 
630 +- ~ 
| 
1519 — ,-o02 7 


D.D 0.23 0.5 0.75 1.0 


z {aly = Ч Dr—= у (41 x = 103 
ба 


74.43 Фа. ЗВЕР р Гај np НУ Wa БЕН ТУ W x Л ТЫ] ПИ] НУ ЛЕТЕ 


34.11 — ЛЕЗЦЕМИтПЕЗМИНЫОЛЫЗМӘМЕЗНЕР 


Ex 

118 25 有 限 元 解 ОЕ ЕЕ) 

节点 精确 解 HM RE СВЕ) үй 存 t=1.0 点 
1 0.2947 0.2311 0. 0086 0,3013 — 0.0066 Ü, 2993 
2 0,2788 0.2752 0,0034 0,2805 -- 0.0016 0.2786 
3 0,2293 0.2266 0.0027 0,7282 0, 000] 0,2278 
4 0.1397 0.1381 0,0016 0.1382 0.0005 0,1285 
5 0,0909 0,0000 0, 0009 0.0000 0.0000 0.0100 
т 0.2642 „2609 6.0033 0,2645 - 0.0003 9. 2228 
8 0.2178 0,2151 0.0027 0.2172 0.0006 0.2158 
Ч 0.1233 0.1317 0.0016 0,1327 0, 0006 0,1220 
10 0,0000 0.0200 0.0009 0.0000 0.0000 0.0000 
13 0.1811 0.1787 0.0024 0.1801 0.0019 0.1791 
14 0.1127 041110 0,0017 0.1117 0.0010 0.1111 
15 0.0000 0.0000 0,9000 0.0000 0. 0000 0,0000 
19 0.0728 0, 0711 0,0017 0.0715 0,0013 0.0712 
20 0.0000 0.0000 0.9000 0. 0000 0.0000 0, 0000 
20 0.0000 0.0200 0, 0000 0.0000 9.0000 Qa 0000 
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Бала УЖАС, тото ПИ (4.208) 的 
335 РЕН, ШЕ 24.10 8 Соцейей її. ЖНЖ 2X Tb ЗА. zu E vl 
4. 1043 ДЕЖ EJ pa Ж T ЭТ, Diod RUBER HS IER. БУЕН OPIBUS 5913 
到 的 结果 ， 图 4.44 表 示 在 t+=1.0，5.0，10.0 和 35.0 时 水 平 连 度 
НЕ X. ЖЗӘТ ВАТ pey СНЕ JE Dr (D. 流体 逐 
Ж Ht og t ЛЖ НЕ ВОДА Ж. 


У! 


10 20 3.0 40 
44.44 | 1.14СоцеП6 0 [н] БИ zk E x НЕ fr] ES НЧ Ж 
{44,15 ЗЕ Шш [НЕ ШОУ -0.3, plL REEN 
Реж Са/б-42 2, ћуђ=о.2) EP GRLA yE I ЕЗЕТ E 
—^r35 ЈА ЫН $6 ССр = 0.40, НТ ЖЕ ИН Xr fuu, НОЕ 


+ 一 一 一 一 -于 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
! 


к= 
| 


= ж- = — ж- — 


4.45 Жен ЕРШ Е — r Ph $e Bu, FE y E ba mE АҢ АУ 
ih. Пенн Білімін 


e 359» 


МИ 分 之 一 进行 分 析 ， 图 4 АБН: ЛАН. 31512574 х 4 
个 九 节 点 单元 的 有 限 元 (不 均匀 欧 ) 网 格 。 

对 厚 板 蛮 曲 的 有 杀 件 地 稳定 上 时间 积分 图 采用 下 列 的 计算 时 ， 
ВУ бау і] P uo ВВС Ху. 


AC 


BESCHEID, 


21 = (0.1 


x Z $ ik А 


= 
won : 
= ; 
Eos 2; 
е „7 отм 4528 
Ж М — № m 
= ， тж СК. Ч 
"S р mel $0 ВЕ,» 
ла ы. 411, |; [а еа tiit шинэ 


> Жн еы gr 


4,46 POPOLA E bK E 32 BU nb e Д, БРЕ E ЮЕ # P] =] PETRO f 
Ел = Wa ЕЕ Ж 


. 360 • 


күз L. рр 


d[p(|1—v*5/E] 
А)? << А ТЕ. 一 (4,2535 
(3) ЕОс 5 


Ат, d ATAZAREN A ХР El WU ñ i) ЖЛЇЛ 
Жез (4.2530, АЕ 0,030 = 0.05), [ЫСА ZR PE FOE 
的 时 间 积 分 图 表 应 用 方程 (4.253) 估 算是 有 效 的 ， 且 对 &=0.5 太 
B=0.25 时 图 表 是 绝对 稳定 的 ， 可 用 比较 大 的 时 间 闻 隔 ， 例 МІНУ 
At =0.1, 

gi Reismann Hi Lee (1969) СЕНА ЖИЖИ) 得 到 
YE np БЕЈ ЖЕЛЕ. ЛЕНА 2506 28 ñit ВКП ВЕ ВЕЛИ SE ИМА ER. 2 
ЭР tj йй Pr Tube ЯН НА, 46 о ОН лн] Би RS) Br Wë Sú ЖШ] 


в. 


=] кВ 


4.45 ЖЕ-МЛ m X 


grada 一 14 = Ç 


HQ 
ауа + f = 0 


ХӨВ, атаки RE, АИА а ЛЭЭ ОРЧ Ст, и) ВИЙ БАЕ S 
НИЈЕ 2 KA СОЁО. | 
Шээс кіз ¿(ayy „{к'у, 
| [А22] рКззл 1 {а} = 4 1F2) | 
对 称 pKss1À ig) бЕр) 
4.46 ЖЕН ЖЕКЕ ЯН, 
-SM vM) 22% = 0 


ar? 
-SiM УМ) - 27 со 
зу 
2 дам _ ӨМ _ atM., _ 20 
(1+у)8 әгізу? ат? эр“ Ч 


Хэр, ММ. Н, МУН BE. qu ri А, УНЫ, 520: 
TT. Ж: 

(a) A F zÜ PJ ЖО з 

(by КФ НЫМ л. k OM, М. Ph За yy BU ЕШ) 


. 361» 


ГА!!! = ч 
PESUT Eas а (P 

ГЕЗ pARAz8]:; afal Г .. | 

L 对称 torti 


У 


Га и и И. 


- 352 + B DE 


4.47 (“НЕ ІНІНЕН 


фу (1— ХТ) фу = х(1- ы) уа жу ji ЕТ 
ф я 1-и фо = x фі =1-0р фітн 
хр апо JOB t ú, K sJ 43.4809 ERRETA], а, =l, 2,3. 
4.48 “Ч = ф = у =], 2, 3, АМЫГ СН F, НЫ. T. 
4.49 i| W EE ХНА, 49548 ТЕН ЕН KA J НІҢ BEI ПЕН о 
4.50 CRE 86 4, лр rp E np А FE n] Үр GE SEE TUE ДЕН MJ AR FE FA RE 
ОК ME SB РЕТКИ = 17 256 о 
4.51 研究 习题 图 4.51 序 东 的 长 6cem， 高 2cm、， 厚 1ст E НЕ, ЖЖ) 
FRyERE-3x10 4/BO6?, yx-0.3, ТЕЛЕ DU ЕН ЖЕ 6004 « сп 
短 。 在 户 由 端 用 一 对 等 效 的 下 耐力 代替 该 力矩 ,并 用 4 x 2 线性 长 方形 单元 网 
НИ, JK MU e nu br E ls. 


= 
E= 3 X 107 W/em* ' 
ру=,3 А 
Ма = 600 М · ст; 


27844. 5167 09 
4.52 HEJMA 52 5 НС CF ВК”) 8л, M 
(miu, Ui, Өі, Ма, Ug, На» ©з} 


ELAKA ХАА ЖИ, H 


| | h 
и= 10103 + Џи; + alta +> Pa 


t' 30:15: +1509, dta 
Жл ЕАУ вето, ЗОНИ У НЕ НЕЕ ЕЖ, рова ЛЕ АЗ E Р 
а: 


lc 


Ф.а 161-2) ве анфас) ие Ла ера» 
W РВ Ж (А БӘЖ ө ОНЧ B, BE AR E, 


= 362. 


Aj 4,521 ЫН 
4.53 УЕ Иа. БЕС ЭГЭЭ ЛЕ. mji) PE. ЛЕНЕ НИ ВЕНЕ, 1% 
ВЕЋЕ EET m d: 


ит. мә 1— TU -r-y»u. 


ит, у)=0 
HEHA НОУ УЖ, ЖЕҢЕ FE 
чо x 2H BE SERE, 
dn Pal | 104. = he 
| u; | 


Bi 


ИИ 


23 4 5310 
4,544 iade ҮҮ ЛЫ СУ ЈЕ 64 РЕНИ) БОК ВУ НИ БОЛОН НК Z (ар W 
ЗУ ЖЛЕ ЖЕНЕТ, РА КЕ А АЈ ЈЕ ЯН ИН АПШ БН ЩИ: КЕ PE 
Вр, би = ud) тв 0, TST 


Отрри Г -Т, Охид 


or С) 


p. 74-2 (Тә + Ta) 是 指 两 个 板 的 平均 温度 ， g X ріл, pI E 


Br, ВУЗЕ, ОЕ Е ЕЕ, RERA., ЖЕ EANA 
В, ГРИН ЖШ ЖЕРЛЕ, 

4.55 2385 1.54/0]7; бі, ЈЕ ВЕЗЕ ЈИ ЕЈ Navier-Stokes ЕМНЕ 
СЕШІЛЕЛЕ ТЕТЕП ВАУ НОЧ ЕН ін» 

са) ЖЕ БЕТЕ. 


—--- — — - . = 0 
әл ЕТ 
(Бу рї, 
ән aP 22и 
Pr 0р rog aus + 258) +98 -Т.) 


e $64 = 


22 | ag 
(e) ший 
ар aiT a T 
- 31 =k Зүс” + - 2,2 
ЖОН, СУ «ЕЕ К). Я ЖАНСА ОИ, ЖР 
方法 进行 过 论 。 


4.56 БЫН. ББ Ви СО у га НЕ £g FE mi em a Wami УДА CBB EET; 程 
ЧЕН, RE 581.55, 
4.57 TEEM Abs Qr, Ф, zy НЕМУ e K 4.188 (4.189), ЕЕ 
A HUS] НО h TER aj ЛЕ ЯН ИНЖ, 4: 
с» (2283 ғы ии) 


ər к оғ үз 


ә” US : aiv zz 
SP o. " 


ar- EET 
ай. u aw 
Ü = а. M. + —.—-— — 


са Е э AKD ARAA АНД RTA ES 

4. SRC МИА ЗЕЕ S 2) O aA A RREA Ир R itk УР uit, 
91 Er Db lie RRA ОЕ p. БЕРОЕ ае {р P]. ПИ Y AR 
运动 的 基本 特性 (248 aad Jy yg ШӨ £ E É —- ЗЕЙІН Н 
вт, Bi EX Ep ege МИЛАН - - ЕКЕНІ а, Xp 85818, 
ПИ ДЕНИ EACH OR 21), НИ, ПЕ TUI D Uo RIA 25, 


iv 
ü и МЕ, и-йн-0 
Lj TAM . 
y 
20 | ----- 
TI | 
Er iE ‚у: ГЕ tonr 
L 
x— “-21 导向 平面 (ч 0.00) 
习题 4,58 的 图 


. 365 = 


ЕЕ, АН hj ЕР [а] АЕ ДЕ ГАНЕ НЧЕ КН НГЕ ЕЗИ № НЕ 
да, ВЖ, МРЉЕ ЛЕТ ЊЕ ЇЇ НЭГ, Менін нм, xq 2J RE L.S RET 
RERNE, Зе ИЙЕ ТЭ ЙІ УВ ЇЕ, 假定 开 白 外 的 大 气压 力 汶 Pl， 
ЖЭН 525 эл BE. ПУ TU ER л ҒЫНА Е ЖЭ E Hi ВЕН в 
№. | 
4.59 хрр Р Л .599Р 20 H3 fL FE ECTS] АН ‚КЕ s КУ УН H НЖЖ; 
Fr HE ЕТЈЕН, 


PE 
— ТЕЕ 
DIS ШЫҢ 0 мине 
一 -~ AL i. а = бет, в 3 спа 
; > = 


51 А4.59Д ЕД 


ч 366 » 


4.60 71:31 4.602 ЁШ ЕР h TEE. ЖОЕ ЈЕО В rH ВА НЕ 


ВОН Hc di 
E $30 x 105 ли ~ 
а 0.29 
ne R10 
. 457 


вх 


FE, 230 X РО" Ib /in? 
Е, = Q.75 X 105 1да: 


Mr; = 0.25 
Су 70375 X 105 Jb/i 
ола "ПИШЕШ 
e = 20”, Б = 15 HE 
Fr 一 一 一 一 全 
(> 


一 一 


a 367. 


4.61 计算 线性 三 角形 单元 方程 式 (1.7557) Ау НЕ CEI AA sŠ 
(4.25228 ЕН РР (4,2249“В ур, 

4.62 (rop mp dm ЗЕ: НІН SERT АГ T TRESETE En f. 
ЖЕ ЕЕ СЕРИ SE bn ЖЕН? жАНА Сет: ЖЕЛ P sn 
fn nie 0 эр та лов E - №, urn FF: SGT алаң НАН) 20 
ВА Л.Н). 

4.63 BRIDE. rd RET 

-әсін-Ан ДЕСЕН 


иза ГЕ 
ЖО 2: [B] ri EE 2 ВВ ti 18] T8] FR 
T -угана ЕО 


нэ 0, 120 ЛЕГЕ: u=0,1=0 От 
4.64Өв DE AMO S ЦЭН КИНИН ЛЕУ Жз 
МОИ + Ге (U) + ПК И) = 18) 
хан, В ЛЕ ПАЈЕ АЈ ЊУ ВЈ Би а, 假定 ; 


(Ù та = САЗ (QUY 1-2 в ай 
(ÜY, E зүдүү CU m USD 


Же БА И а а ІНІН КЛ КЕ а 
ГАНЫ 1 = (Еј ТВО С [СЛ ОИ а 
4.65 ЕН Ор ЖЕ 
а ши + Би = f 
З.Н ЕТЕ Ман (Ру = му i (t) Рија), фа = 1-t/tf ф)зі/оі, ЖЕЗ 
ЖН КУ Ж t иа. ЗЕ) aqila КО k НІН ХЭЛ tuk ЯН ERE 


4.66) ЖЕНЕН 
ciu = Эн. _— 1 
ее = X oexL Ote 
әт әт оғ ) f b < < 


ніп, f)—cu(L, ryz Ü xO = Г 

uix, Q= и Си) ост 2, 
ЗОВ, с-есто, a-a(n, а (г, а, 2 ДРЕА, 研究 由 下 式 规 定 的 
E Jr FE SE. 

£i, ty: бш, 04454) 


Я 4 ОД TT EE Ву ДЕЕ] НДСВ Ж и) Ж-Н Ú f 
ФЕН ДЕС ДА, TJ uD А АНУ Р УГ ШЇ ak ЭН 24 НО Вт, H: Pa Sk Er. Е 
жік БА pu Ха ҮР, 


4-7 等 参 元 和 数值 积 


4-7-1 等 参数 单元 
回顾 3 657 HT 5p ,等 参 元 可 用 以 描述 秆 元 的 几何 形状 及 因 变 晤 
EAE E. 


x = ET у = Уи, и = Эш; (4.254) 
+ га 1-1 
н, фе uL, PERRE, тока АА БЕ В. 


等 参 元 的 概念 基 很 有 用 的 ， УЕ ASA ПОЂЕ “< BJ HH #R 5 PE 
域 ) 能 比较 容易 准确 的 表示 。， 但 是 ， 使 用 曲线 等 参 元 局 得 按 整 体 


х=кїї, рр | . 
кту. 1) 


dx dy = dE dg 
t 


x 7 x(l.n) 
рР=у п) 


4.47 dH = Л Л Л ЫН 5 FR ОРЧ 
« 158» 


дек ЖЕ Hoo SE А CES pgs CB СА ДАН ШАШ 
术 间 是 的 方程 ) .将 图 4.47 所 示 的 曲线 单元 (QR) 与 使 单元 方程 式 数 
伸 积 分 比较 容易 的 形状 简单 的 主 单 元 (98) 间 引 入 可 道 变换 ， 这 些 
困难 可 以 得 到 克服 。 这 种 变 钦 由 式 (4.254) 的 仍 标 变换 来 进行 。 例 
Me ВЕРА .47 记 示 的 主 元 。 主 元 的 坐标 取 和 然 坐 标 (5， ту, dde 
-016108, "ісі, ЗК ЕШ база НЕЛЕР Ны С 
Дела Өң нр (E, то лома ВО Спа 10 А 

T= XE, m) U-uO, T) (4.255) 


例如 ， 这 一 变换 使 主 元 台中 直线 5 = Н FE КИ Ж z = 
201, V1 НН £X. 5 (4.25000 的 一 种 特 
pit o. 


~ 4 гэ 
х= хир (Е, TD из 2219 (Е, әр (4.256) 
:-1 1-1 


қан, vos ЕРЕМИН OLE. Ji im V3 和 4 
РТУ Ил 《图 4 .48)， ех, YD МВ ОТАВА ИА ВЕ НА Бра 
зае fE Q ТЕТ, Judy 


4 


21,7) = > map CL, A) “7140 
Е = 1 
= Мата. 4 а 


4 
n 十 У, la — М. 
уС1, = E geb uum = Ил 
I = | ú= 


ДІН, тшу Ет БРЕ pP Ж РАН ЗЕ Bi ek. ЗВ, ТЕ 
прост = — тте ТЕН АЕ. Жоро ДЕРЖАТ, 


3-58 Q ж рулет PS BJ в NC. НЕЕ т 
EH 181580: y ИЩ ВЕРА пр. ЖОЙЫ лын ЖЕ, ЖЫ 
• 370 а 


元 网 烙 的 各 种 单 苑 均 可 由 主 元 形成 СЕЙ 4.47). 不 同 次 的 主 元 
зе AS BIB. pii GBA ER Bike ВО ia) Ж. РД, А 
+л яв Я № № M ЖИ ЭЭН АНЯ. Б B BD ia > wJ = 
35. В ЛЖ fE АНУ в, ЈЕЛЕ, ЕЯ Иа Валоа И] 3188 
ен. 4.27294. 2881 лс Bo 525 可 用 作 主 元 。 

ZJ kiya JG TR. Их, УРАН, МН. ЖИ 
微分 的 连锁 法 ， 由 《4.255)》 式 可 得 : | 


Әл Әт ду Qu 
ах = dË + d пин за а 
ü à% 5 ат | У + Әз Ч 


дё 
或 
(9 де 1 
d; 95 an | dE | ЧЕ 
{= ду ду eor Cn (4.257) 
| 95 дп | 


ЗОВ, ГУТЖ ЧАЯ 52553 Jacobi , 7 ВЕКА 257) 
类 未 将 主 元 9 中 的 线性 单元 ds Жата ырау PE ER 542 X 
dy — СЕН АЕ, Жінс, УЕ, ПАБ, EE] № 
ЭД P| ga рер. Ут (1.2570 НГ НУ 20 EL ZR f: Be qf 41 НЕ ЗЕ PESE TT Ж 
ТЕО ИН CL, m 处 均 不 为 零 。 

JodeiJj-979U, деду .0 


аё Әп дл дё (4.258) 
JEON, 有， 
г ду де > 
ав dz | an "| ах 
ЧЕ сл АА ИННА 
41) ду x 2; àx | dy 
MET 98 | 
(4.259) 
Ч 
5 =Е(а, y). ЕЖЕ, y) (4.260) 


Max (4,259) WAL AHE =E, DENISA, у) В 


. 37]. 


МЕЗЕ. приети, AERA (4.2550ХЕЗС2Р БОЛН ЗА 
НУ, РАН ПГ ВЕЗЕ ГЕ 5 RH., SESRIUQCA.2560 RET Е, 
ЈАВЕ ДЕ л Э58® СЕ ЖӘЕ. 

Б14,16 研究 图 4.48 所 示 三 单元 的 网 格 ， 人 很 定 主 元 为 四 节点 
МОЕ 2736 лі, Вл нежна, ЕЕ 
扩编 号 保持 一 和 政 , 音 元 3 duds sx 53222189 W НЕ ЯН Бо 
单元 1 及 3 为 向 形 域 ， 所 请 凸 形 坡 是 指 域内 任意 两 点 的 连 钱 全 部 藩 


ох „ 
Нате би от «10: + И +) 
Fa sit 2), Pa = EXE +n) 


图 4.48 UE UNSER TE: 


е 372 • 


ЕТ, МЫ, AmA EBER. БІЗ АТ И 3 ЇГ 
ИН Љ ов РАУ. ЕР, АР Е АУМ 
ЛАУ РЕЖ Е АНЫ ROB SO. 

首先 ， 计 算 Jaccobi ЭХ ЕЕНЧЭЫЖ 《插值 两 数 在 图 4.48 ре 
Ч: 
иг Xu = 14 - = (1-1 + г, (1-т) + 2. (1 + TD 


o£ 
=m, (1+*) j 

я и = —(1-Ю-—(1+&+,(1+ 
+z, ,(1— 21 (4.261) 

ди Xu n АСЕ. (1- 7) + (1 + п 
СТ 2 ] 

m ии = 二 Г-14101-463)-1:101451)454(1449 


Нік, па Ионы 
8.751, А. хглау=0, Ш ЕТ. ЕС; ул =у,=0, Va = 8, 
У, =>, 


к=2Зфр,„+2фу=1+ 


А 1 (4,262a) 
y -34, T 5а 4 = (1 +D- 5) 


J -det[J] = - 1 (4-#)>0 


(4,2625) 
ER ER, Часоб1 ЕЖЕ Е, 2164). — 12561, Jacobi 
Ен, Bii (4.2620) ЖОН ВА НУ • 


: » 373. 


т ——— тл-ғғ-і wr m __ --- + 


#202, 有 ， TiS, SŽ, TQ, =3, т,=5, У, =0. Уз = 2, 
Уа ДУ, =0, HE А Б Јасобіз X, 


ra34£4 5" 
2 2 


1 = En СА. абла» 
dai + 7 ЕЭ 
1+7 1-0) . 
; 2 2 | э 
ЕТ | £740 *n-5 (4,2635) 
2 2 
y {= ЖЖ 


> 
L 0.25 
nl E J-[*2(25.- 1E (ма — ln > ü 
+4 -F 
х=р+ Мэй D NE a > 0.25 
уп 4 0-1 | b > 0.15 
N nzs 
š 
р=1 
т. 
m = 
---Ж 
i-i š | 


1.49 单元 变换 的 一 些 限 制 
. 374 • | 


Јасон РЕ 5 o АХА Ap 25 3. ЛЕНЕ = 19 P МЕ. 如 
E Fér mi pA еј АИ ах РАЛЕ G ЕН ЯС Ж > Р 262 ЕЈ 08 RE 
E. Bist. ЛЕТЕЊА N ЕЛ H ЕТ 180 BJP fi. 

253, dq. 21=2, х,=0, m. =z,=5, У =), =3, У, = 
t|, =5, 8050 Ж.ТасорыізС ә) СВЕЖ "D НЯ 2); 


Е ат 
23-5 4214 74. ‚2649 

г 2 21 5 (4 2 
u= 4 +Š 

[lo-ny al 

| 2 | 1 
J = = (2+ к) (4.2645) 

: I - 2 22 

2 tI Ü 


ТасоыЫ1{{ Ху ff ЗЕН МАН А ВЕ А 22 AE Bg „И PK ҮР РУ ХЕ 
5 3E FH xx EEG ЧЁ kay ЧЕ M 

pL ЕЗГІ ЖЕП, cy y ка Ел. Æ OE mAH Р A< Zü PF dË 
F JE oC, 一 般 情况 下 ， Fi МӘ ( 见 图 4.49》 AE K K pk K 
^h. ЛЖИ ДЕ Р Ж Тасо ЦЕХ = Cidri | [dr; ising) /d 4d q Ад. "5 
采用 高 阶 主 元 时 ， 世 有 类 似 的 限制 。 对 高 阶 单元 ， 可 能 引起 其 他 
Қы. аа, ҒАН ЗА ВС Е КАН ВЕ), HEPA діл 
ҮЛ ММ |. Я} 8 ЗАДН, шул КЕЯ: HEE 
xi ва J ЈЕР ВА ЕГІ ЕВО WJ Z СА, 49> 

4-1-2 数值 积分 

~ 61.2. БОНН Sc АЖ РЕ У НЕ ЕНГ» 4393-6-4 
ар тр BT IER “НЕ о РР Е ATR AT ДЕДЕ Е РК НА Вр т, 
y КЖЕ РАО, ШЫНЫДАН АЖ ВЕ, тй, Ат ЈА 3 ри ЖЕ 
МА (3104,25493 3 НеМа 55. CRER ЖАН! Г), ЖЗ 
BV ВЕНЕ ХЕ ВИНА НЫ Ж, 

首先 计算 后 面 有 许多 用 除 的 Jacobi PECI, Hi (4.254) 和 
(4.257) НЧ, ХВО МОН « 
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“ат әуі Газа 0 худ 7 
= 21 [mee ун 
[7]= | . | | - | ' шин, 
92 < Әф A, dpi 
[дт 7) | азға ЖУСА | 
(4,265) 
Гай afa до Гао! 
95 д5 Os | z; He 
“10 оф 9411: : (4. 2656) 
L 7" o" 9 || z, pj 


ЖОН ЛЕ E48 [BD RIVELA ПА У ІНІҢ ЖА, py 
Я $i Zr XE Si ВЕЛ, 

Oi _ дф, 98 | 39: 91 

да 5 oF du ox 


ду, _ ай. 28 др. on (4.2660) 
ду аб ду | Әл ду 
或 用 矩阵 式 : 
(3$. Го гай) ЕЭ 
or | 92 да: | BE ЭЁ 
! -= | 2 L гуз = 
аб, (7 | а әп | | дф, í 4731 ар? 
ду 3 | ӘУ ду | | 91 | | 9% j 
(4.28665) 
Ё , 9% ұу. i | 
" 
=+ , o0 . оф: ! (4.2666) 
л, -E к.-С | 
AP, Ро МЕТА G, АМҰРМасові pE 
юэ? J” J 
[J]-1 == 1 J* | = 11 12 
m "d (4.267) 


Кузо. Бо ЯН: 
аласа du = J dË Ят (4.268) 
ШЕ S P МЕСЕ 25), 3240135 B] Н И 37 pa Взе ЈА 


ч 376 + 


ЕЁ ПИЯ, ШИН, 4.2650 Бу, жу "Ёл. PL ER ЕЕ ЈЕ РА 
Ж. 
3 (4.265) 41 (4.266) ЖИВО ИН 5115 XI FB Е 
я BI ЗЫН T Л НТ, Мол, Еле 中 的 
下 型 程 分 表达 式 ， 
T" OP; Oy, 1,90%; 99; 
Ке, |, (а ох ЭЛ +o ду ВЫ tepit, ја» dy 
(4,869) 
Жин, а-аст,у), b=biz Ще = 20 (2 ,УЈЕ ИХ, иж, 
ЇЕ 9 А ВИ 8 ETZE, БА 63564. 2600 ЯТ. 
бе __ “~ » Әз; *, 9 а 
ку? = раббал 9) дег. ын 


(22-99% ers 884 юэ Ут” 


=| ЕСЕ прават (4,270) 


AH, Ји Jacobigit Р o53* , а а( Е тр 56,55 (4.265) 
$S3,(4.2700 МЕНЕЕ ЖӨКЕ EJES СЛ Ч 4.505, 

ЖОЕ Ел Ж RE Pi ЖЕ ЛО, СВ 4.48) 的 积 
Ar 4x3 B] H 3—-6—4 fA ВЕ ARAS EB, ЖЯ: 


1 1 
|, РБ тоа: Ф = Г (| res,mdn)as 
= LG ЕСЕ лом”, )d ë 


= > > FOE, 12W, W, (4.2719) 


A, МУ О УМ ЊЕ ТЕ a ЕЖУ ТЖ, (Es, ТӘ 
ЖАНСавваш, ҰР ШҮ ЗЕ x] up сана бан Ы 51:8 3.82, 
е 377 в 


жалғы 


РН 1.50 BREER P ДЕ 1121М ПОЛЕ НА 
Gauss © X Bri] ved ЈЕ ВЕР З в-аз h Н] ЖЕ 253, РК E 
JE ^=‹Р+ 12/24 Сац: ла ТҰН 27, MP+ ГАА, DE 
X N = P + 1 Gauss iis ЖЕЖ ЭН |, Hif (Bi en СУЕ 
Mnk. НАМ AEM: М, ивана МЛН {ү ЫНЫ. 
Gauss £i rre ЖО ЕРІ ПАМИР. 404.1240 S Xd XE ЛЕ 
$n -ixlazrange CULIES EID ИЕ ТОҒА ОНА ОАА Ж. Gauss 
ДОН Е. 2831 Ы S LIKES Ты MAE хн, HU 


• 278. 


БЕ de ПИ А, ТЕ ЈУ 25 А РЕН О На 
мој = | офирават 


| BEC 9$, „084 9%; дават 


Әт ӘУ 
(4.272) 


җор, OË 9P нд 4.266? 给 出 。N x N 个 Gauss 点 的 
位 置 由 一 维 Gauss 点 &, 的 张 量 积 而 得 。 


$54.12 对 线性 一 二 次 及 三 次 四 边 形 单 АЯ АЯ SUME 的 选择 


| | 
单元 形式 BARE 积分 次 数 нж 主 元 中 积分 点 的 位 置 


E= 0.577 ...-.4 


Ч ра0,577.., 


"qn20.577,.,,—--- 


5-7—0339.. 
и = --0.861.., 


в 性 2 2x9 2 А 
| | m = — 0,577 езе m - 
| 

|а 
| 

一 к | 4 ! 3x3 5 
i 
| 

| t= 0851... ! 
| t 70,851... 
| 
ті " Ө ' даха | 7 T = 0.339... 
| 


(5:) 421.63) СЕ. „Боде“ (61 :Swv) 7] 
| £ | 2,6 ) 

| - Г (1,5. „Ем) = © ий ч. 

(2,2 | (Еу,#1) ... (£y ,&y) J 


(4.273) 


РА TRT PUT UP BH ЕО GA эт, Bü Jacobi ЖЖ за on 
矩阵。 
$14.17 考虑 如 图 4.48 所 示 的 四 过 形 单元 45 ， 我 们 希望 求 


得 在 (5.9) = 00, ож( 1, yet- p-f 值 ,由 (4.2858) 


р 
az ду 
式 可 得 ，: 


= n, (1-%) (1+7) “а-а 
41-01-60) -(144») (148) (1-2) 


го.0 0.07 Г; nla] 
«2.0 0.0 2 
4-2 
2.0 3.0 | 0 е 2 | 
оо 50 L - 
асоб р У EE, 
Г, 1591 
27-1 w. 
7-1 = ПРИ 
4—& | 
Jf, =1 J," = 0 41, = +" 15,27, 
HÆ. 2662 2 8141, 
99. . 9$, , 14" 09, Әф _ 2 ә, 
ах дё 4-6 0% ду 4-Е ап 
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式 中 


i= 01+ 88,)01+ ат) 
Әф 01 дӱ. 1 
Е =; + 711; ——. = ==, i 
ЗЕ 4541 11.) a" 41401455) 
| (4.274) 
СЫ, m) X xn ARA СА. 48 
WR | у 1 
—i -1 
2 1 -1 (4.275) 
5 1 1 
4 = 1 і 
因而 有 ， 
Әф. le yd dèn = 
az qe remo + 4а L tiS) 
99.21.2, 
1 1 
С тр) = (0,0) c >) 
эў, 1 1 1 3 | 
= ғалы ds " ge) cnr) 
а}, 1 1 = 
oy '8 p 14 mi2 +=) 


$44.18 2252 8 4.514а Три Р13 НЭЭН 26,354 1258 8URI Н Gauss 
ВИ ВИ ЕЈ л ЕЕ. 
S = | Фа» ду 


ll. оф, 87, = 
Sii = 2957 гэн ах dy (4.276) 
5 2 . aP аж, 


+ 381. 


T f. 
5 | OV. 9%, drd 
Cil Өр и 
我 们 有 
с = 2272" 7 Ја (4-п)(5+5) + Еп 
1126 10422 
= 20 + dE 51 (4.277? 
5-1, фор, 4х ду = | 1 4 ф јава n 
5:: = [ 9% 95; ¿x dy (4.278) 
вот ax 
о ene EG 9б. 
+ J ,°, a 45 dn 
"ТЭГ", ki Ж-д% 55 (4.270 可 得 ， 计 算式 (4.276: 
的 程 分 可 得 ， 
Г 0.40995 -0.36892 -0.20478 0.163767 
— 0.36892 0.34516. 0.25014  —0.22639 
[5:1] 2 
~ 0,20479 0.25014 0.43155 — 0.47690 
L 0.16376 —0.22639 -0 47690 0.53952] 
Г 0.26237 0.16389 — 0.12107 —0.29520- 
| 0.16589 0.22090 -0.23091 -0.14489 
[S*2 ] = 
-0.18107 -—0.23991 0.27619 0.09478 
| -0.29520 -0. 14489 0.09478 0.345301 
(4.279) 
Г 0.24731 0.25156 -0.25297 —0.24589- 
5123 | -5. 24844 -0,25090 0.25172 0.24762 | 
- | -0.25297  — 0.24828 0.2467] 0.25454 | 
L 0.25411 0.24762  —0.24548 --0.22697.. 


Г 2.27780 1.25000 0.85556 1.000007 
"532 1.25000 2.72220 1.22220 0.55556 | 
0.55556 1.22220 2.16670 0.97222 
L 1.00000 0.55556 0.97222 1.72222] 
(4.279) 
т) 
ГАА 
yu È | 
ә 0 
X 


L 
(0,0; 4 


Ст) 


(5 
Ё 4.51 д ЛЕА. ба» Уан МАЛ 712022 А фи]. 18705 
(b) О НА д. СМ,8041,189 


ЕЖЕ 0 ая ЛАА И ЈЕ BI ISI Л, н, рр 
Ui S 2250, RHA g ЖЗ CBpgeoro 很 普通 前 几何 形状 
ДЕ. ТЕ, ЖҮР  7:1872 25 2555, МИН ЭХЭЛ 
ПАЗ ИЕ ЕВА — H., БА PUn РА то Л. в Яғ У], нуы 
T5 БН fli RA Tu ЕЕ UU ULJE Ба. 75 ЛЕ Jg И ЕН ЖЕНЫ = РЕЗЕ 33 (ШИ m 
^- fü ЫНА ЭЭ ЛЕЗ ИН, ВА ИЗАҘЕ л FI PS fB 
нін EIER [ed НУ EE ЕЛУ £e ORE XE dT. БІН, = boc B Mul di 
БЕН ЭЛ BJ EI ЈЕ Eni. ЕЕ НЕ ЕЛ; Е 
356) 到 任意 一 三 角形 单元 的 变换 。 

我 们 选取 边 长 为 ] ЭЛ ШИП АЕ 0 У ЖЕ ( 4.5242, 
任 БЕЯ а НР А (4.2500 ШР 67296 
而 得 。 ТЕН, слот = Ор ЕВЕ О о — 3 1— h £ 
Ар bs ХЭ pra 

dr4-A-2 qp, Ж 13:23 тена = JE ЈЕ. 0 3 DW yE Ј На 
мес, Qu Kuu SH HOF E o FEE ав ih ЙУ JH, ЗЕЛЕН, ЖЇНЇ 
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f 


" 
» 
. x= xi m) 
, Q. 1) >= у{О,т;) 
Б =x(t, 0) 
2205 УЕ, 0) 
Ё 
(0. 0) = 00 к: 


4.52 三 第 形 主 元 及 其 变换 (аз 一 般 的 变换 (0) Ед 
ма ЈЕ JE (0200 ЕН ЛЕ 


ИН oR АЛ УЕ. XII ку BU = ff J В 76 HE ат. 
(4.260 FR у. 
T = DES ACRE Mo wd) (4,280) 


Кн, 9, (520 луд Ве SG НЇН ра (25 ЖЭ 图 
5259. 

Фүеэ1-8-1 Po = TEL (4,2810 
Бонин НЕЯ (4.26) sh. цо е но dm cte 
通过 对 式 (4.280) 求 道 可 得 

£= ы | YY -- #10 | 


ЕРИ ежа =Y) + (ии Е, г: | 


(4.282) 
Хир, АЗИ ОН, 

f& B: (4.282) ul 5, (4.250) mifi qr ВИ ЭХ 5504 .28195Н 
развито ЗЕН, 54.110) ШЕЯ ы ңа re В 
J 5e EP = fl JE; нЕ ра ар ТАТЕ А КТО ,在 4-4 节 中 
对 这 点 作 过 讨论 。 

ТЕСЕ SR. oC Bg Jacobi 5. 

Г = тузшу те. Ya  —B. 
Бан мн Б 8 Í 


ЖОР, B ir ДЕЛЕ ЗАСА, 256) но Я E ЛЕ. Jacobi Жр 
Ж ЕО. 


(4,283) 


u= тр? fs] J= Ву —у;8, = 2A (4.284) 
Ya 


Y: 
закъса. 2б6бе НК. 

оф, _ _ 8,+8 _ Ву 
ах 2А 2А 
939: а tYs. Yi. 

ду 2А 2А 

(4.285) 

дф: | B. 98. 2 Үг. 
дт 2А ду | ЗА 
oj з 85 OP. = ls. 
ox 24 ду ЗА 


ЕВ, ФМЯНАЛ БЕНО ШОУ На 3XC4.2660 计算 而 
ДР» HL, 一 1-1, — L, 
afi _ дф. 01. 1 Әф: Әг 


Or ді; ах Ој Qr 


то = ---- ---- 


97, _ Оф. ај | Әф, ðb: 
ау аһ oy ді, оу 


4385. 


f ofi) (аў, \ F or ду | 
| ат ЕС | | 
{к=з ГУ] = 

| 9%, | | oy. | да ду 
L oy 4 \ oL, J U óL; др.) 


在 一 般 请 况 下 ， 在 827 内 的 积分 有 《G = GJ) (4,280) 
fa Gió, m didy = f, Gb, ,L, L. dL, ігі, (3.287) 
r зор 


324.13 三 角形 单元 的 积分 点 天 其 投 


Вж нулира 
L | L; | L, | ғ 
1 
1 23 
1 0(һ2) 4 5 3 1 
i i 1 
: 2 9 2 3 : 
3 2 1 + 0 1 b с 
оќ 2 2 3 
21411111” 
2 2 ЁЛ 
Е О . 
1 1 1 27 
3 8 48 
2 | 2 | 11 | 25 | " 
4 3 15 15 15 48 b 
оспе) 11 з | з | 25 | © 
15 15 15: 48 а 
2 11 2 25 
15 15 15 48 


Па =1-—L, -L NRR., 
~ A = 
„ GG, ,Ls а а а а = хо WGS) (4.288) 


u c. 
1 іші 
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эн, улова звено BUS ЖА З TIR. = 
点 和 四 点 三 角 彤 单元 的 积分 法 则 。 
4.19 ”考虑 二 次 三 角形 单元 ， 如 图 4.515 所 示 ,我 们 要 求 在 


- аф. 04: 9%. 9%. чэн (99 у(9Ў+. 
点 (zy) = МОШЕ, ©К, CECI mg (920 ta) 


H o 
вола вв, БУЙЛ, AA tH АП ч? КАО E Ж 
来 确定 。 对 所 讨论 的 单元 有 : 


х = Sr ае про +2L 2-2: оба 


Ë = 1 
у= уул = 2b, +61, = 6 = бр c 4L, (4.289) 
1 -l 
_ 5 —6 E 1r-4 5 
ГЈ = [Ji t = —— 
|- Di 1 isl. M 
T HB | qJ {дф 1 (6-47 
| àm | 1 — 4 61:05, | 238 | 
о реци 12044001 
| Әр ! os 22119841) | -3-2! 
Lo» J L _ (ар, J L за J 
Гоф. 1 Г 1 (8441 
| ог | 1 | --4 Б | oL, | 
ар, | ра: 19% | 
Г ` 
1 | – 165, + 241, | 
5%! | 
| ~ 20%: ВГа | 


ЗУН, фа = La, g, == 411: в къ (2, 4) &J rij 26:18: H zÑ 
(4.289) 求 得 ， 
2-141,- 241. 


«4 387 = 


4- 2L, + 6L, 
із: +L. tL, 


rc 8. 


计算 点 (2,4) вро др. A 974 可 得 ， 


E _ = 15 4. 59 _ 44. 
ax (190* (195)! ЗБ] 
OU... —20 | -20 _ -40 
ду — (190? (19)2 361 
进而 可 得 ， 
87197. uo рр _ 
D де or dedy 361 Лоо (126, - 8L,) dL,dL, 


H TAL KL КР КА ЗЕ, БОЖЈЕ ЯНУ AEB. У 
eL, La) = (5, i ЯЛ НКИ = 1, 


38 1-22 2 1 4 
L, -8L ар dL. = (gx. 
= || (125, — L Ian dL, i563 57 


4 


7 757 
ROMARNA. a ikiwa 
А | | = 


j (12L, 8L, УРА ux 3618 8. 


" 
2 


861 
三 角形 的 面积 鲜于 19， 因 而 得 到 与 上 式 一 样 的 结果 。 


4-8 ”计算 机 执行 程序 


4-8-1 概述 
在 3 一 7 节 中 ， 我 们 围 娆 一 个 典型 的 有 限 元 程序 的 发 展 ， 讨 论 
这 一 些 苦 本 观念 ， 并 且 对 一 维 问 题 有 限 元 程序 的 各 种 逻辑 单元 和 和 
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РЕМ1ЮЖЁ JE BJ Py ЈАЈЕ Y Pe ЗИТ ЕН „Ет e £ BJ КЖ 
Ви Гаре рл, аба ШЗ. ЛОН ИЙ $Hg& n. ОЗУЫ ЖЕР 
A Жу ТЕ BU ЖИЕ Ы ЕТА —— ВЕ. ЖИ, ПЕНСИЯ 
КУН. ЖЕНЕ ЕЛІ РЕМ 2 РА МИ УН Жш Је 
PLATE (ff ЕН. FEM2D E F 1 = да СЛН ЈИ Ва МАЗ m. 
По НОВ x mcn, ШЫН ЖА ОК TEL PE [B] АИ , gë ХЕ 
HIRE., 31:08 hdi t ЈИ] БЕО hh EAS ET H: ИН 271408 Ба E ДИ А И yE ЙЕ Fe 
за 50 [a] SEE СОЕ РА РК И 25) 

在 预 处 理 单 元 中 ， 程 序 MESH в] El PL 3 3E JE P = 
及 第 形 有 限 元 网 格 。 子 程序 一 般 不 适合 于 任意 域 的 情况 。 当 然 ， 
可 以 利用 其 它 网 档 形 成 程序 以 替代 MESH 程 序 。 子 程序 MESH 严 牛 
连 弘 短 阵 (数组 NOD) 及 节点 的 整体 坐标 (数组 芝 和 Y), 当 分 析 非 冠 
ЖЕН, Зоя ВЕЛ. РЯ ва E. 
4-8-2 单元 计算 

由 于 以 下 原因 ， 在 二 维 癌 题 中 ， 需 要 更 多 的 单元 计算 ， 

1 .单元 的 各 种 几何 形状 

2 .单个 和 多 变量 问题 

3, 某 些 公 式 (平面 弯曲 和 罚 时 数 公 式 》 中 的 降 阶 积分 。 

4 .单元 的 不 同 节 点 的 初始 自由 度数 目的 差异 。 | 

ЕВУ к = ЯН А На CUTE ВЈ ЕНЕ, Bd ИН EE 
ЖЕР ЖК ТЕ ТЕЛ E Pan. МИЛ о ЯН», ЯЛЫ 
系数 矩阵 可 由 式 (4.37) 5 4.1172 精确 地 求 出 来 .部 对 整个 
三 角形 单元 考虑 积分 ; 


ге РЕҢ i, Qv ду, ду -Ja 
К} = | n (5 At Qu A )dzdy 


му = |, „Ф.з zdu 


(4.290) 


З 25% (4,25) 04,369: 


(65 = + 
Ку, дот (B.B; тууу? {азау 


. 789. 


1 
“А (B.B, M vus 


ТІ 


1 
му; --ү ХУУ |, Он + Вк + уш ар + Вуз = уда и 
(4.291) 
1 


1 


12453: М ac а +1, o CO, B, + 1,8.) 


tig фу тазу) +tl. f В, + 111 СВ-ВО ЖР тр] 
Аа ре R EC KOAOMO. ЎН р ВН НЕСК ЗЕМ 
的 Fortran 表 达 形 式 如 下 ， 
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Яш кыз dud FESHANE БІЗ TRE "ах map danddd пай EEJ БЕН Ява"! 


нн. шш Ет ТАЯ ЕС. ГЕН тт 


в. т, 


(ЕД ОХ DYARYO МО У LHW O Vvldly' G' ORY G ONY NOISNSIISIGQ 
(ZO HB VHVIVITM ПОААТГ 


кии нии ние Tru brd 144 ШИШ HH ЧЕ ERR рат РН пију 11414440 В НТ ИТИИ ТЕГИ тип ium mus hdi bhd Fhü Чой ВЖ маи аи ЧЕШ йн 


МУ роза сзязчдзкуча JAV (D í аму “Ох “Зам SWTISVULVA 


(16% F) “МОД NI ХІМІУМ LKSIOLIdSuQO- (OI Di v 

(067 V) КОД NI ХЈУ INd319DLI4309 UDAY 

qIONVIML JHL HHAO (Neg) (QUO 40 IVHDHLNI 7 NIN V 
INSINZTIX HHL 40 УЯНУ ЯНА OIAL eo L3d 


"YNYS 
SNOILONAJ хор улова ЯАМ ана NI SENHIOIAXIqO0O | У138 
UVHJIV 


счаоч ЈАЧА JHE JO SqLYNIQHUCOO ЧУЯО10 "е АХ 
тама яла SOON …… ДАМ 


ІКЯИЯ1Я ЧУЛЛЭМҮГЯ14, AYANI 3HI ЯОА 0166 » аму (6621) 
NI 534Э131 Ун Јата HDI 44 ҮУЛЛЭЧУЭЛ OL SINJMGLLV.ES МУНГТЧОЛА 


т.йгййн л!" ип tid 48498 448 144444 RR T ТГ БЕН ВВ ТЕКЕ 02 рату шар фри йип пей 444 444 SEP Hd та аи 544 пат FET "14 ма їйї їйй kuu hàg wp Й 


ы ы ы 


ч Q Q Q O шу у о шо ыш шо о ы 


ш шэш ыш o 
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0"21/СЯ УЯХ .ЯУЯ + 06 + ОД. (X + (ОД (КОД КОД КТД ЗОО = Соу 
"ИЛЧҮЯХ.нНҮЯХ. 8+ (COLON = 
оо АНУЯд.НУНХАй в GOAAUDX ОХ РА.) -ITIY 
Муху - ПУ 

ПУЧА #009 = ФУ 

даш, 0 -UY 

+ (Од + (Пд) = МУНА 

"ОМНИ + CON Е МУНХ 


(ед ОЛДЫ OIX UDA- (DARD + UGAD ПУ = 138 
| (NX- VX= YNYD 
ODA-OX-GVISS 
IMAL- ALON = DNY HATE 
пак- M= N CHdN LO '9) 41 
I+[ = 3 

SdN-[-I tdN LN [D А! 

1-1-1 

SdN'I^I 0I оа 


SNOILON:|I NOLLV'IOdÓTHILNI HH dO SIMTIOLITIHOO HHE ажача 


üf 


ы 


» 392» 


IN 
кнашян 
(Q30.1230)/GD Vivo. VWvo.zov + (DV ян. ПУЛ АЯ ЕУ 
*tGDVRYDQ VHdGTV + «уну, II VHdTV) ЮУ 
+ ПРУ О (УІ ПОУКУ ДА 2 У 199) АПУ 
+ 0734 GG vIIV- OQ Vllgd«OPVHdTqyv?.olv 


+([)VHd'IV. (ID VHd' TV), оу = РЯ 
танк его? оа 
‚ qdN'I=I 9* OG 


(185 Р) “МОЯ NI ХІҸІҮИ JO SINSIOIJJHOO AHL RLüdWoo 
V?/ILla3g/CGDyWvo«pvuWYosxv + ПУЛИ (УАН TAY?) = (RY 
нам 1-4 05 OG 


ЧАМ 1-1 46 оп 


(0651) "КОД NI 5ЧЭ1ЯА ҮЛ 40 8153101448400 анд чаны?) 


ғ Gl бі = 


07 


06 


ы 
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ЖЕРЛЕ 7 АЈ ЛЫГ AR RT H 4—7--2 iy а 88 pm 19. {1 
ТА DAT EXP NR. | 

1. ВИ ТАД SHAPE, ЛИННЕЙ М НХ ГАВ ЁС И 
ЗО А (4,265) 2 (4,268) 7, 

2 .采用 Causs 科 分 法 对 单元 系数 朱 阵 进行 数值 积分 。 

3. лк 1 ра Т А 2658 ИР 

ДРЕ РЕЗНАРЕО В АХ Gaussi О НО ВЕ @ PL 
Jú y НИ ВО ЖЕ ЗА а ДЕ ЕЈ Ја) НЕ ФЕ СН А» 的 导数 。 
在 Gauss Ab Ч асоБтар Е nf Н 3X (4 2650) НИЕ Ж E 
£g vui ЦЭН 86267 яа BJ ОА тоса та л EXE „де Сама“ 
Ix BP EE IB РЁ ЖА ER JE НЕ Фр ВО ЕЕ ЖЕШ а Др Зе АА (4,266) IT. 

de 4/1188 26 ER AT ЯЕ [ер ДИ АЈ 3 53 АЈ ЗА та ELT RE 4.276) 
Bra n ВЕНЕ, ХАННЫ Du ЕМИН Pr ЖЕ ДЭЭ ЛЖ AS Бах ЕЖ 
的 溢 程 。 出 于 积分 采用 数值 积分 [ 风 式 (4.271}1, 被 积 冰 数 在 每 一 
Ман ИХ 40131123, НЗ СЯРТ- ЭЭ И] 2 ВТА АНИ 
JEO NGP), BME, 24.276) МИНИ ET ELE МИН РА ЕТНА ЕК 
煞 的 导数 的 计算 必须 在 DO 循环 中 354). ЗВ, dE. 

SF(QD, лылы АДЕ КАНУ РА grab, , 

GDSF¿K 1), НИ voz. 的 整体 导数 CGDSFOK, 1) = 
Отуд, ХЕХ, Va =y] 

CONST, WA y Gaussi A (бы: Та) ВЕЗНИ 4 g Jacobi C BBLJ2 
РА А б ЧИ. НИНУ. DET*WT(ONI,NGP)*WT(ONJ, NGP) 
HS u. 5; Р огсал 2); 

S(I,J3) 2 ScE,J) + SF(1)*SF(J)*CONST 

5,,/(1,1)-511(1,А4) + GDSE(1, D "*GDSFE(C1,J2) * CONST 

Sel J 2 812 (I, JD + GDSECI1,D) * GDSE(2, J)* CONST 

5,:(1,1) -522(1,1) + С08Е(2 Г) * GDSF(2 ,J) * CONST 

(4,292) 
501,7, бі. Jy ifm (4,2769 0145} ЖА НИН, 以 
КИПЕ aj А БА F BT логнат uj 
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TET abè sim 133 BAR RIA кыз сре ЯВИ фе Їл ил - rr ama аза наа инв HLLRAR 4-3 уут 4 JN HAT TEE яли пип mam нил йни ЕНИ пик REI сон тюр трт пш пип пп шшш пип күң HEBR 44 HHR Бет гин 


NIVI& МОН ЧАЧААЗМУНЇ AUY AXTA A VMWHV аку 404 нам S54 IHVIMVA 


DES 

(815733 ‘DI NI ПЯМІЧЯЯӢ SHOIHLYIX LNALHLAAJOO «ре 
* ("DITS 

"TT. ("Ds 

1114 анптунаупо ЯНЬ NI SLNIOd 40 ЯЯЯИПМ ДОМ 


няптунауп0 наясно HL-[ H.L Му 4М104 55ЛА-УуО HIL-I'(f'DS3V9o 
НЯЛТҮЧЧУЛО ЧЧОНО Н1-Г HHI NI ІНОТЯМ 59199 HL-I (DEM 
А OL 13344538 НИМ 4948 dO ЧАДЧА [980 ТУЯОЧО 41254509 
X ОЕ 1244518 виж (MAS НО ДАХА АНИ туяото (T 2458 5 
(IdN 1= SNOLLONAJ KOLLVYTO4HHSIKI АКАТА 955 
МУТЧОО ҮГ ЯНА dO ІМУМІМЯЗІҢС е Lgd 

(DA -17DAixIq ANV (DX- G'DAXIS :зчаоч 
АЗИЯ 40 затуманоо0о TV80T9 40 ДУЯЯУ 2 KU нем c AXTA 
INHMHIH HHd SHON “ee HdN 


LNSINHTIS ЧУЗЛЭМҮ1О0Я4 ODWLHAVHVdOST UYHINIT HOF (922 Р) Од 
NI 543151 УН Т.МЯР АТА JHL Я1УЧПЭТУЭ OL 51 М4ИЗЯ:У15 МУМІМОЯ 


ч Rad тти пип шала или NIL !--4-- 844 -- Lyj- Ta” туп тап 148 п пи kil khu Ber I ko иг dar ri dii mri urr n3 RA &EE ВЕР 4-- d-e 24 Ве За зала uuu uum mpp 144 Егт ваг гг шие вън въз вр = ра 


T O V ш ы © ци СО Ыш Q OO ро Ç C Q шо оо до ы 


- 
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ЯЧУАН NIOdH ячлунауп©б (35140) ЧҮОГЧЯИЛХ NO 54001-04 


0°й=([°*1)@@5$ 
00-41 тате 

0 0 = (E DTIS 
aoe ns 

нам 1-1 0504 
Зак 1-1020 


5ХУЧЧУ JHL AZPIVILINI 


10(198Р 8:08 O, 
ogg sp 12590, О T6589 0915 2 0* Q4]6 891005550557 0( 88838883 D, 
+002525750207 oq 0,8 0419 T,z фо Обр З/1А УІ 


10(116901198 O t 061Е0186655 0 0(18018688Ё 0 – в 
*ér[r£8£1198'0 — "Ооо" d FELES 0D ороо OCT28969 0210 — , 
“0(1070,2:0(112088:16 0" 05 О - ogi o,P/Sn vt) УГУП 


128 ETS CP PEIS cP FTES ORS . I 
*(G'DixTd'G'ssavo!G'DLIA'GUISOO' (7,468 NOISNIWIG 
(2-0 'H- Уа TV XH LIOITAHI 


06 


о 


. 396 = 


амн 
NUNILAY 


SANLLNOO 

оао. (CD ISO. ISNOO + 41215 = (113215 
('онбао (1 29580 1550) + (f'Dz28 54113458 
ЦЭ15454:)-01:15А545)-15МНО2 + ('DIUS- (Па 
1948-4348-15М02Э 4118-1178 

Я4М1-109 OG 

Я4М:1-108 OG 


(гр) Чул JO SHOLDILVEKO LNIIOIIJHOO SOODIVA Ч104Н00 
ам“ ГМУ БА Ка ОМО LALAU LENOO 
(XXII 1 40:4545 45“УА41Х 44М) ddVHS TIVO 


 ДАТГҮАГЧЧЯЧ ЧУЯОТО ЯІЯНІ ОМУ 
SNOILONAOd МОН УТОЧЯДІМІ ЧГУПТУАЧ OL ЧАУн5 ачтпонапе TIVO 


ОМ FNSSIIYO = YI 可 
(докаижзамо-тх 
dON'T-f£N 03 ба 
дом Ісік 02 да 


09 
0% 


„ы 


ыыы 
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Ел ВЕ [ul ЫН ЛЭГ НЕЕ, ЗИПЪЛ U FH A EATE 
Мну жи. В, 42145, G, DEH НИЙ, НО 
ЗОН КР Ер БЕЕН (4.14) ЕН, PSG EK. nf api F 
АК: 

STIFF: I, J) = AO0*SCI,J) 4- A] 1*511C0I, J) + A12* S12CI, J} 

-А21"51203,1) + АЗ2"52211,4) (4,293) 
当然 ， 可 根据 GDSF НЗ К.у, MS АН, Sisa 

STIF(I,J) -5ТЇЕС1,4) +  ADO*SEFCD*SFE(JI) 

+ A11"GDSE(C1,D*GDSFE(CI,J) 
+ A12^"GDSFE(1,1)*GDSF(2,J) 
+ А21" С056(2 „В GDSECI , Jo 
+ A22*GDGFEOC2,I)*GDSE(2,J32 * CONST 
(4,294) 
ня, Ди Ут TREF ПА АРАМДЫ н EE X S G Hi ЕЕ, PMJ E 
ВїС51, (5111-0185 А, 

хая р, Го НІ ЕЖЕН 5b X58 (4.155), 
(4,195) #(4,2002--ЖЕ. ХАН, Vix Т HE d нэ, БАЛ 
СЭН ЭРЭН ЕП, ХД РТ ҮЕ pj АЙ Ну ЈЕ 26 Jr E 
(4,155), Гїл кд dE BEA, 


(2:1 191 

| А, и, | 

| A. ШЕ 

| 1 

| 221 

раф (A.295a2 
i 

| | | й 

| | Уз 

| А, ] Uy, J 


Дж, АЕ А, H BEBEI — А Я K Sq = ЗЕН 
4 {一般 情 况 下 为 hn，# 为 每 个 半 元 的 节点 数 }， 这 个 益 值 使 得 集合 
系数 矩阵 的 半 带 宽 增 加 。 为 纠正 这 种 情况 ,我 们 重 编 节 上 成 目 由 上 度 


. 398 + 


ш Е, 


А 

(4809 гш 

i А; V, 

| А, | = 

4 А, ү - У, | (4,2955) 
А» „-+ t, 


А... ) ty, J 


121 E ва ве ха ва A ЕН БЕ И ИВЕ Е НАЛА НЕА 
Ji, У НИЕ, ВИАН, 


Sillu, 5 и, + Siiv: + Oliv, = Р] 


ші 


5115, + тн, + 0811р; + 512, =F! 
Sijaj +Silu,y + Siivi Њој У = Fi (4,2964) 
514, t Silu, а, т, =F: 
FH Ем. 
[3 15 ш Ер (4.2965) 
18:31 18221 {rv} (ЕЭ) 
假设 
Аси, А,ту, Ау=н, А, =>, (4.29?а) 
ЕСЕДЕН БЕКТРЕРЕЕІЛІШЕЕ 
ТА + 5113, +5!1Ау+511А, =F! 
НА АБА + 5:24, + 52: А, = Р 
SIHA, + 5 ЦА, + 8 А, + 5: ; А, = Рі (4.2970) 
SIA, +5::А, + 5:14, + 82: А, = Fi 
пр РЈ а Riu: 


SHA} = IF) (4.2970) 
式 中 
За = Зав Б, зу = ах 
тн: Е ай (4.298) 
Еү-Е: Беда ЕЕ. 
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1-24-1 1-28-1 а,8-1,2 
世上 情 沈 适合 于 与 方程 组 (4.29609 ЕЛ ВН. НН 
接 进行 (4.298》 的 计算 ， 此 过 程 的 一 实例 [对 应 于 (4.156》 式 ] 编 
成 以 下 Fartran 语 句 ， 
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{+ IXION*II 

[+ [s IN P ff 

(р ва + ('Dzig. D = СИТ+ 1104115 
(IDzIS. DI + ГТ DO = 0-111134145 
Dg 2202 G'DIIS D = (+ ff T+ ID 3115 
(із 002€ QG'DISKI'D2 = (Ша 
ЯАМЧ-10! ой 

[=f[ 

Я4М1-10204 

ІП 


Kusa "ЕТТЕГІ ВЕЧЕР ЁЙН БАН eum tà Р ГГ ihh pop imum dam ДИ dua hk hk РЕ EPE ИД шин зи таи ran tdu HdE О. пиш ssh kun И Mq ий пиш nam ний ARN FET АРЕ kum FER ТЕН лан 128 amo ива МВФ 


SLNVISNOO ТҮЇЯАГҮЙ чо XDILVW “сс ЧЭ 

ХІНІУМ LNHIOLILIdOO LNHMEHTd саомжаяуна OC DAELLS 
(26279) "МОЯ NI О0ЯМ1480 хгягуи ILAH DS 

JOON WHd кода 40 5Я4Н Ч ОЯО JO ЯЯЯЙПЫ гого AAN 
скалата Hid БЯЧОМ "> ЧАМ 

(ГТ) "SDS 145) ACON ЯЯ4 KOCS3HJ 40 5448044 ЧУЧЧАЯ85 
HLIA SKHIHOHd YOI SNOILYNVH 1МЯИЯПЯ ЯО ІКЧИНЯОМУҮЯЧУЯН 


G un прријрф пид инъ шин ийн иипаиииншин БАй биш Бий TF T+F ЕЯ ЭЭ ru ppm пип йн ий Ний ++ ЕРЕ maa нан ка хан пп лыш паш Ri пи Бин ама йр} idh їїй Ейл 444 kun munam пет 4 йн hàm 11й За Шан + ча 


bë 
от 


Q O O о ш ш OQ QO о оо Q 
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以 上 Fortran ИЗЕН ЫЛЫ ННІ АҒЫН ИІНІ By 
4-8-3 НИЖМЕРЕЕМ? ОЛ 28 
本 程序 FEM2Dt М, жн B БАЈЕ VL МАЯ, 
1.23 1228 [а] ЖА НЭЗВ ар ЯНЧ $ë ЈЕ, АНА ЗЕН А AT 
ди дүр ди 9 (к, 98. у 


一 一 = = — — 


ӨР Dr Dr дух он» 


2. 4-5-23 НІН міну Жа де C BR хе 2 Я. 
3, 814 4-5-3 1 рог РСА — BE BY ЈЕ За НЕ ТАНУ За де 与 不 
稳定 解 ( 只 能 用 目 彤 单元 )。 
第 一 种 类 型 的 问题 是 十 分 通用 的 ， 作 为 一 特例 ， 它 包 插 如 未 
2 .2 所 示 的 一 些 物理 问题 。 后 两 类 问题 指 线 弹 性 问题 及 ВЕ ФЕ (ВИ 
Stokes) 烙 性 不 可 压 纵 液 流 。 在 此 讲述 一 些 重 要 变 基 的 合 义 ， 
问题 类 别 由 变革 ITYPE 淹 别 : 
21 dh TEE СН РЧ3 ДЕРЕ zú In] ДЕ 
1: AJ Ау ЖЕ [n] АШ 
0: ШЛИ ая 
—1, ВН] ДШ 
ЛЕ ITEM H АР БАЗЕ TEM = 0) 2 АЗА TEM = 13 的 
ду Hr. ВЕРЕ АЈ ТЕ E Т ИЙ PE [a] ДИ ПУ ЛЭ Жа SE 27 Br. 
IR oC 2S 9E С = f ax pu 34 EO di SE ВЕЕР, 
0. KAPRE 
ТЕТ, = |. 093 ЈЕ ЕН Sr, 
2; 二 次 四 边 形 单元 
每 个 彰 元 节点 对 (CNPE) 的 分 类 进一步 使 我 们 有 选择 8 节点 或 9 攻 扎 
四 这 形 等 大 元 的 余地 。 
Жұ ЕМЕНІ ИЗЕН МА FE НУДЕ ЈЕ MESH JE ( IMESH = 
1) 还 是 读 入 程序 (IMESH =0)„ +#EFFMESH H ВЯ ЕЖ. 
强手 三 骨 形 或 二 次 矩形 单元 ( 八 节 成 或 九 节 扩 ) 离 散 和 矩阵 域 。 框 序 
МЕЗНИЈ far ip Ac 3E НЕ xa 5d 57 А S6 XU PH 4.53 EE ZR RB PEOCIEER NOD) 
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ГГУРЕ = 


К М 


ЖЗ EAS НК р E CAE IE НЕХ ОВ Ре РЕМЕБН ЈЕ ДЕ, 

对 执 传 性 问题 ， 变 担 ICONY 几 以 表明 是 否 存 在 对 流 边 界 ( ЖҰ 
在 时 ICONY = 1, ЖРОЖВНСОМУ = 0), 当 存在 对 深 边 界 寻 (也 Вр 
ЇСОМУ = 1)， 对 流 边 界 将 对 与 其 重合 的 单元 的 系数 算 阵 产生 影响 
《网 例 4.47。 数 组 IEBN 用 以 贮存 有 对 流 边 界 的 单元 , if] CHINO DES 
来 久 存 对 流 边 界 上 的 一 对 第 元 上 节点。 入 !{ 末 一 个 单元 在 对 流 边界 上 


(NY + ИМХ + 3 


典型 单元 


- : — m — T 
АМСр Бре 1 2 ... NX + 1) 


| TY Балдыз 


Yu ucc 


i| 1.53 H £: EM ESHWI ЕНЕР ЗЕР ЕЛІН RERNE: <a) 
пагем ESH rh 22 4 Балы 2 Кр (by FER M ESH rm 5E JE алі АЯ! 网 
PC а. H TF Е) 
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354.14 计算 机 程序 FEM2PD 的 数据 输入 


到 | жон жоқ 说 HH 
ЭН Ву Ha 4 1 (20.44) Не МЄЛ ПЧ ВНЕ -- КЕ, 

1—80 TITLE | 问题 的 标题 用 以 标注 程序 的 输出 
* [p] gi жу ва -Е 2 (1615) IE HH] SE SE ва] А 

1--5 IEL 单元 类 型 ， 


IEL-0, 线性 二 角形 单元 
IEL= 1, ЖЕЛЕН 1л; 
IEL-2, 0А 
6—10 МРЕ 4i ^ oo mr ДЕ dr. 
IEL = 014} NPE=3 
ТЕГ. + 14 МРЕ-4 
ТЕГ. = 2 时 МРЕ = 3 或 9 
11--15 ТУРЕ 问题 的 说 明 : 
ЇГҮРЕ--1, ЗЕЕ 
ІТҮРЕ= 0, 平面 应 力 问 题 
ITYPEE=1， 平 而 应 变 问 是 
ЇГҮРЕ-2, ЖРЕБ 19) RE 
16—20 ICONV | ХЇНС (Ч. ЦЇТҮРЕ- -1817 5), 
ICONV -1 dup 
ICONY = 无 对 流 


21—25 IMESH КЧ ҖЕ XE: НАН ӘМ: 
IMESII-1 МЕНЕНЕЖ (HR 
CER ET 
IMESH =0 除 上 上 愉 外 请 襄 
26—30 ITEM ЕНІН ЕЕ БОР 


ITEM =] В 
ITEM =0 їйл 

31—35 МРЕМТ ЫРЕМТ-і ЇГН ЛЭ Am E 
МРЕМТ-0 qe oc REP RS 


* fc ЭН -53 (1615) RIMESH-1 Wigbil-kE3. 485 
1 一 5 NEM ‚ ”网 格 中 单元 数 日 
6--10 NNM ЕР Н 


. 404» 


"Hil 
2! | ER | ® ви Bi 


“问题 数据 卡 4 


1--45 NOD(«(I,J) PE ЖЕНЕН ЖІ 
ЭЕ 5 | (3210.4) 有 2«МММ РТ, ВР ЕНН ТИ 
1—80 Х,У) че AIBIx E y P 
“іа 106 | (1615) ШІМЕ8Н-0, М6, ТЯ 
1—5 мх xJrp ЕЙ Б 
6--10 NY yJi if] E ЕН 
EB DXOUIELeNX + 1 个 数 


A8 (8ЕЁ10.49) 
DX(I) 
гу (1) 


аго. 


BHDIDYIELeNY +1 

in xy mp НІНІ 的 距离 

Ну Jy ЇР “Үг д [B] НУВ PNE 

И РЕГУРЕ МЊЕЊА, 

ITYPE- -1, К,,К,,Н, TINF, Q 

ТУРЕ = (08 1, El, E2, АМ(712, 
G12, T 

ІТҰҮРЕш>, AMU, ЩЕ 


| 
| 
| 
15-10 ; C1 | Сі-Кі, ELAMU 


1~ 80 
1--80 


шижин | 
“问题 数据 卡 9 


11—20 C2 C2 = Ко, Еги Z3 
Сз-Н, ANU12 a 

31—40 Са Са = IINE, 113: x 

41~50 C5 C5-Q, Ta 


ХЕРЕ РЕ ВА «ТЕБ-р, D, WE 
ГГУРЕ = — ее ДАСОМУ = ХИ, № 
£k :110 51-Е 


"ПИЈА БЕ R10 


| 

21—30 x Cs 
| (1615) 
| 
| 


1--80 О NBF, 章 元 达 与 对 流 边 界 重合 的 单元 数量 
| TBNG) СЕРИИ м НЕРЖ 
| 次 】 мраз Ж] FG Pñ >ú во ин 

“іні Е Жо debo 11 | (1615) i£ ^. NBEJ ffi 
Port мора, ЖЫ PL | BU ВА y 8 да Ж 


* [i] НЕ -Е 12: (1615) Ш ЖӘЕ = 0, | Ze 5 91489 >. = 
На 1 14-Е 
вен а а 


| 
1--5 | NSDF 
| 该 入 NSDF 值 ， 每 卡 16 个 


ЕЕ F 15 · (1815) 
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E 


列 нэ... m ER 说 # 
1--82 | JBDT(I) | Ж E DJ pq B ВЕ 
"HARREM: (8Е10.4) | XXNSDF[fR, ЯК ú + 
1~ 89 оо VBDFOD 2 живые i HY: A h Еж 
问题 数据 -FI15 3 — 1600 |  "WHNSBE-0, ДЕБ 列 中 输入 零 ， 
| ETIN 
1 一 -5 NSBF о ПЕНН 
"ро E REIS | (1615) | ЈЕ МОВ, я 765167 
1--80 | БЕС)  !' Бакы 
«рог Бі? (8Р10.4> 2 读 入 NSBF 值 ， 每 单元 8 个 
1--80 VESF(O) > BEW HIHHH 
Газ -Е 18 (RF10,.45 d BITEM-o, Же ЕЖЕ 
15-10 | DT БЕ тър AG EEJ [E3 ГА НА 
11—20 | THETA | 时 间 近 似 中 的 参数 
21—31 | ТО | EGd& Пра RUM TAS Bx E TR 
"ju gu Xen 1218 | €RE10.47 | ША МЕО, BEEF 8 + 
17-80 | GP) o OH ЛЕЙ ДИ РК {Л К de XT BE E) BJ 38 Ж 
(Р 


НОД П 96, ПМЬЯ ТН ЗЕТЕ XI uo ' БОЛ ЖУП] FÉ SE БЭХ Жо. 
ма i Эр £g exu xa € рН ,ЗЕРЕМ2016)уү pas ntm Sr РА 
JL. 

程序 FEM2DD ПАЛЕ НН 24.14. F rH ЖЫН 
过 许多 例子 来 说 明 程 序 FEM2D 的 应 用 。 

48-4 ИЯЖМЕРЕЕМ DIN Rz H 

ЖЭВЭР Л КРЕМГЕ HALE SW BLU Р.Х dé 
НА ЖЕ ро НУ ЕЛ k W ВЕ, Xp pugil РЕ У Е. Зе РК НУ ЗЕ БЕБЕ 
ХЕ ЈЕ SE 2259 1 во Е НЕ КГЕПЖЖЁНТЧОП (1,4), XOD Y CD 的 
ұра. ЧЕЗ НЕЕ ај КА, СЯ ја АНИТА X9, >5 Ж-Н 
Wmi, ИВЕ 4 ЛЕРА). cH A. АГЕ ВЕ ра РЕ BH 
АР ГЕ ЗЕК k BE ЖЕДЕ АНЫ Р Н.Е НОЈ Р b) СН ИХ 


e 406 ч 


{т ЕВ — Ey ЗЕЕ СЛЕ РУ НР. 

$64.20 cepli. Poisson ЖЕ» az H >e РЕ я Бл 
СЖ РУ THER РАЙ с 

三 角形 单元 ФАРА. ара та 52208 89815 Вн, АЛ 
rum 

IEL-0 NPE-3 ТТҮРЕ=—1 ІСОМУ-о ІМЕН = 1 

ITEM - 0 NPRNT- 1 

注意 ， 我 们 选择 子 程序 MESFR 形 成 网 格 ， 因 此 ， 必 须 痛 定 沿 每 个 
Jr] ES Ex У ВЕНЕ. 

NX =>. NY-2, {DX}= 10.5.0.5,0.0) 

(DYi-2i0.5. 0.5,0,0} 


4.54 Таја по ВА НИЈЕ FE = Вит ЕШТЕН БЖ. Каја кор = 
НЕЕ (b52 x 29188 ЈЕ РЗ 


微分 “Хн ВК ПК Ж W TM Q 851 215551 1: 
СІ = КО - 1 0 С2(-К2)-1,0 С5(= 0) + 1.0 СВ =H} 
ЖСас-ТІМЕ) НЕ: ЭПА] И. Мега Н НЕ ВИ Ға 
(J. = П,- =U, =U, = 0 
因而 有 ， 
NSDF-5 {IBDF} = {3,6,7.8,9} ТУВОЕ | = {0,0,0, 0, 0) 
МЭЗВЕТФЯНЖЭ , ГАН НӨ РЕН J «эх ЭД nae Г = JT JÉ 
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单元 情况 下 的 数据 形成 工作 ， 输 入 及 输出 数据 的 打印 ЖОП ox 
4.158 Ж, 

Ел Ж=ЖҤШ2х204Җ% 091 ñ u СВАКЕ 5, мя 
4.540}、 输 入 数据 只 有 单元 类 型 及 每 个 单元 和 的 结 点 数 不 同 。 

IEL= 1 NPE= 4 
输入 数据 的 打印 及 程序 输出 结果 如 表 4.16 示 。 š 

Маза 4,2 МЕ, НУЖЕН, МЕ АЗ 
#BNOD(I,J), КОМУС), Јн А 2 3 15 8 onm #8 
ЖЕРАР. ШІН C Ч 4,128): 

IEL-0 МРЕ-3 ТТУРЕ = —1 ICONV =0 

IMESH -0 ITEM =5 МРЫІМТ-П NEM = 15 

NNM =14 С,=С,=1.0 С,«-С,-06-0,0 


s 408 * 


[} 一 пн та 


һани нии йн ЧЕР FP "== чиний ни! БЬЯ ЧЕН ТҮ! 


10+ 100170-%2 

6'0 =$) 

0*0 = £D 

10 + 00910 = 23 

10 + 0001" 0 = ТУ 
ву ONY Чо 82 20 40 'EHHIHN VWVd 
мнне (дд “ОМ МОТТОЗА МОЈ 
eeiam ETE DL К ЯОН 
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几 节 点 矩形 单元 对 于 1x1 的 网 格 〔 见 图 4.565)， 输 入 数据 
的 变化 为 ; 

IEL-2 NPE-8 NSDF-6 “ІВрЕ) = {1,2,7.8,11,12} 

fVBDF)210.0,0.0,0,0,0.0,0.0,0.0] NSBE = 3 

{IBSF} =(5,9,15} {YBSF}= {266.67,1066.67, 266.67} 

妃 节 点 得 形 单元 ”对 于 1x 1 的 网 格 ( 见 图 4.560) ,输入 数据 的 
WEN: 

IEL-2 NPE=9 NSDF=6 {IBDF}={1,2,7,8,13,14} 

{УВОЕ} = {0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0} NSBF=3 

{IBSF} = (5,11,17) {УВЗЕ} ={266.67,1086.67, 266,67 ) 
以 上 四 种 情况 的 输入 数据 见 表 4.20， 每 种 情况 的 输出 见 表 4.2i。 

例 4.24( 例 4.11 所 示 的 两 平行 板 间 的 粘性 流体 的 挤 压 ， 对 线 
E HE то х 62500118 8525-5342 38 ЕЈ О ААБ х З ОЛ 
ВИНО зу ЖШ, ПИРА, КЕННЕТ, RIIA а 

ТГҮРЕ-2 iCONV =0 IMESH = 1 С1-0 

С2-1.0х4(10534 

线 单 元 

ТЕТ, =1 МРЕ=4 NX=10 МҮ-6 

9 ва oc 

IEL=> NPE=9 NX=5 NY=3 
т ЕР Б В. ЭБЕ. Веле BU yB w. А H ВЕ PA 
及 规定 前 值 在 老 4.22 及 4.23 的 输入 数据 中 已 给 出 ， 读 者 应 忱 核 征 
指定 的 自由 度 下 的 数据 ， 和 将 输出 数据 的 一 部 分 选 出 来 也 列 于 下 
4,22 4.23rR. 

14.250 АЦЕ Р ЛЕ Н ЖИ О ЯКЕ — АШ 
u= БР ЈЕ ДЫ а 5132 НК, Н dA E ИНЭЭН, пи ЈЕ ЈА] 
Ë ng Rod — FB НЕ ТВ о РИШ BE BS] ЈУНА ВИ РН CD 
14.58), Hi ИЖ ЕН, [ПИТ ТЕА НЕ В Роз ИП 
上 部 清 氛 与 底 本 平行 ， 那 么 间隙 肉 每 一 处 的 压力 均 为 大 气 讨 《再 
六 对 平行 板 间 的 流体 而 言 4p/d% 是 连续 的 ) „ПЕЋ МНЕ OE TE Taj 84 
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谓 运 动 的 方程 可 写 为 : 


dz "gr Wo NE, y) vc (4.2952) 
РЕЈ: 

н< 0 t = ЕЛ. p= 0 

U=h(z) изд р=0 (4,298) 


в. - И 
ЗОВ, В(2)-Н,4-4--42 


ЕСА. 239 32 Е (Xu, РУЖ: 


4-2. — р= био, ) 


2u ах h h*(h, eh, 
(4.300) 
pz 33 : 
| ди dp k U, _ 
Ty 。 бул 0,— — p (4.801) 
ЖЕНГЕ Ни HX. 


h,—2h,58x10-* L-0.36 g-8x10-* U,-39 
ERTE: нара, иона, КБЕ 


81.57 9 |4.255 Ja ES З Зе ФР НО: ЭМ 8 (6x3)(L =0.36, 
В,-0.0004, Ва 0,9008) 
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4.26 (94.13 问题 的 不 稳定 解 》 СЯН А 
2 x 2Ю| A [8] ЖЕЗ АЈ 26. 
T EE 
IEL-0 МРЕ-3 в 1ЕЬ-1 МРЕ-4 
ELA 
ТГҮРЕ--1 ІСОМУш0 IMESH-! ITEM =1 
NPRNT-0 DT=0,05 ALFA-0.5 
То = 1.0 
is^ И ДЕ E = fi JE 2 04 ЖЕНУ ТЕЗЕ РЕ IM | F 34.25. 
44,27 ССоцейе 流 的 不 稳定 解法 ， 见 例 4.14) 我 们 用 一 个 
2 х 6 的 线性 害 形 单元 网 客 来 解 深 这 个 辐 题 ， 则 有 : 
IEL-] NPE=4 ITYPE=2 ІСОМУ-0 
IMESH-| 1ГЕМ-1 NPRNT-0 
DT-1.0 ALFA-2.5 То- 40.0 
ің АЖА № e BRE HH. 1,324. 26. 
*4-8-5 УЕ FEDE A TIRAS BEER ИЕ 
РГАТЕЖЕЈЕ ЛЫН 4-5-4 和 4#-6-3 两 节 中 研究 的 正 交 各 向 异性 
平和 所 列 的 方程 编制 而 成 的 ， 前 硬 的 讨论 中 ， 慨 定单 元 的 每 个 节 
5 CBINDF = 3) 有 二 个 初始 的 自由 度 Се, S., S0, ХРЖРЛ 
包含 了 四 、 八 和 九 节 点 的 二 次 等 参数 单元 。 除 了 二 程序 STIFF 和 和 
STRESS 外 ， 所 有 其 他 的 子 程序 都 与 用 于 程序 FEM2 中 的 一 样 。 
式 4.225 和 4.243 中 移 有 限 元 矩阵 ， 编 入 子 程序 STIFP rB, УИ 
利 底 的 应 力 ， 


а= (112: = (1-93 ТЕСЕ 
ғаты T.. ce ra 5.) 
Ту = Св (S T 5,) (4.302) 


ЧЕХ STRESSuupE. 
表 4.27 给 出 了 输入 变量 的 说 明 。 下 面 是 应 用 PLATE 程序 的 两 
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814,28 CHA ВЕН КЫХ + ВИ НН, М 2] HE 
4.12) 2х2 РЕМ СН А, 1х1 КЛАНА 38 МЭЛ z 
АЕА РА. 59. ЕН БИН С 4.28) 

IEL=1 NPE-4 (或 IEL=2 МРЕ- 9) IMESH = 1, 
МРЕМТ-0 ІТЕМ «0 NTIME-0 NSTP-0 NOZERO-0 

МХ = МУ = 2 (ENX = МҮ=1) (ОХ = (ПУ! = (2.5, 2.5) 

НБү-Е,-1095 G12-G13- б23 «0,3846 х 108 ANU,;,-—0,3 
RHO-0.0 T-0.1 PO-100.0 

ВАЗЕ НОЯ НЕН НЕ СЕВЕР ЈН T OH ТЕ ВТ: 

{IBDY} = 12, 3, 6, 7, 9, 11, 16, 18, 19, 20, 22,23, 
25, 26, 27] 

NBDY = 15 

PARERES’, Уч ЧЕЛЕН, НА ЕЛ Hd dE 
零 力 。 应 该 指出 ， 可 通过 数组 IBSF(D, МЕР, = 0.0 并 计算 
EA ARAJ НІН ЕНУІ, ЖЕРЕ EJ ЗЫ ЧЕ SF up ЯҒ. 

{IBSF} = 41, 4, 10, 13) VBSF= oo, 206». 200, 4501 


D. = зеен = 156.25 


ВЕ РЕНО ЗЕ РЕЖ l Г T 44.29. НЕБЕ зс У на ЕЯ 
Вот, M ГИР РЕ, ПО ДКА ЈЕ АЕ О да 
EEEL, А E mur РАЕН. 

м = пр ВЗ Уса“ 


Linear ејет сте Quadratic elements Classical 

plate 

1х1 2x8 4 theory 
0.03486 0.04337 0.04416 | 0.04582 0.04446 0.04424 
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$ —-10 НРЕ 
11—15 IMESH 
19—20 NPRNT 
21—25 1ТЕМ 
25—30 NTIME 
31—35 NS 
386 —4ü NUZERO 


e 问题 的 数据 卡 3 
1--5 NEM 
5--10 NNM 

* [n] ЕНГ ES Ка (1615) 
1—45 МОГ, i) 

= | Л mS ЕЗСЗЕ10,4) 


(18159 


1 --80 xiij}, УЖ) 
» fn ep Н 6 (16153 
1 --- 5 Nx 


| 变量 说 明和 注意 事项 


Шр dii | -Es 

ER qub ELE 

Е 858 X Có Dll XT Ж) 

Ва о 32011 ЕТ,-1, ан 106 

IEL =2，8 或 9 节点 单元 。 

fg A 76 d xir. 

IEL = 1, МРЕ=4 

ТЕТ, =2, NPE = 8%9; 

БИЛЕ НО m ЈЕ <>, 
IMESH -0, 网 靖 信息 可 以 读 入 ， 
IMESH =1, M p HE DECIES AE ВЕ), 
ТЕ, ТЕ СМРЕКТ = 下 或 不 打印 
(NPRNT = 02 nf op M: Wok КЕ; 


BRE [E [n] 2: 
ITEM = 6 静态 分 析 
ITEM =1 IE HJ TE 


B+ [н] [aJ ЕВА ка Ж, 
25 fep dx АФ ЖЕН B+ Ia] [Н] pa Xx 
Ва А РЗ Ж PF o (NOZERO = 0) 
sk УРО МЕ > + 
IMESH = 197, ТЇЯ Н5-ЁЭЗ, 4H 
РА ERE 20:17 13 
РЕЈ 152571: 3 
Ш МЕМ“ Б. ЯСЫНМЫРЕ; 
ЖЕ: NOD НО 11 
HAK FHER БЕО МММ А ін, ES 
个 ， 
ЖАЛУ КЕ АА ЛА Әз 
HIMESH = он, 11838 ФЕВ,Т ,8а 
ТИХ Jy In] 2 5345 Въ 
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11—20 Ер y Jy [1 НЕ, 
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* [I 193 ELS 616159 ». • ШМВБЕ аш, Hi е < ад 
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+ [nup 16 €8F10.4) МВБ’ АЛН, ЕВ, 
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Wi4.29  (SERRTE HIE A fs BS ЖАН, КЇЛ А не ЭР 38 
的 动力 反应 ) СУМ Үйл I] JE ЭР БЕ bJ ЗЕ Вер R = 100 пр), 
板 原 h = 201014), ЗЕМ НЕ = 100 ІБУіп: СН), Poisson 
Шр = 0.3, 8р =10 lb» S'/in', ӨЗЕНІН ЕЛІ fg Ж сви = о 
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4.67 确定 习题 467 的 图 中 挫 出 单元 的 了 acobl 抵 阵 和 变换 方程 式 。 
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4.70 看 二 节点 立方 林 单 元 如 习 古 #4.79 的 М я, 证 明 行 列 式 了 如 下 
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JT = Э (2-108 «962a (= 1 e s£- 02235--- 52-186 + 2781). 
ЭР ЕВ Mp ЖЕЕ Ј > 0 А Hi fr АЕ? 
4.71 А.Т PF z Du ЈЕ SR c ЗЕ АНУ 6 Е, ЧЕН 
ЗАЛЕ ВЕЋ Ж F zü: 


z =Ë + Епа – 2), 
изъ + 64 В- 2), 


4.72 Эй На. 675 E ИТ p: d sore am ЗЕН Ра ЗО 3, 

М,313814,735514,105 СВЕ 2g 4. 108) E HE EE FEM Н Же РЕГАТЕ 
的 输入 数据 ， 并 解 之 。 

4.73 jj 4. 11, 

4.74 21 Х4,22, 

4.75 34.25. 

Hf онл ЫЯ БЗВ эш Эн LEX ЗИ Inst ЕН ЖЕ 
К ТҮ 9] 2 38 вв. 

4.76 23 4.26, 

4.11 2114.29, 

4.78 (EG X HD 214 4. 59 EID BR dE RUE И, = 18169 НВ R] JE 
НИЖНЕЕ. 

4.79 40451 5 х5, Yx5401: x5 的 网 格 , 对 习题 4.59 图 ce 中 的 问题 进行 
dx Eng ӘУРЕ, ЗБЕН Е АЗ BU НН o НЕР ЈЕ, 

4.80 ЖЕ а. тн, НР ЕНІНІҢ ҖЕТЕ ЕҢ AR СУ 4,.5980 Да), 

4.81 ЕКИ ЕШ F, 4.25 ЖЖ ји] ЯЛ, Во 4011/8, 
L -4in-20,332ft, у= 4 x10^43ft?/s, BR; = 0.008іп, Ri -0,004іп, #18 > 
бав МЕН RI PE IA ЖЕҢ ЫЖ. ЗЕН (0510123 
Xj 3E HE Ж ЯП КЕ 72 КІ БАЗ, 

4.82 iiA En РЕ ЯНИЕ, ЕР AS. НИИ, bi 
и = 1.05, FH8 x а РЕКЕ ва 75 РО ІҢ ӘНІ, ДЖ Er U ПШ 出 
УВЕ. 

4.83 证 明 情 4.11 的 结论 。 

4.84 假设 粘性 的 不 可 压缩 液 流 在 一 个 成 90" Ји ICE LT JEEP, od 
ЯЛА ВАН El Er др ВЈ FJ ЖАУУ ЖҮЙЕ, Зэн H 141: Јар, 
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итенто 
а. ВЫ 的 图 
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xj m 1. 92 BS 181 

4.93 D 4.45ї ЛЭ АЫ. БОЈЕ, = 26 x 10"1b/inm2, E, = iG lb; 
in?, Go = Gya=z0.5x 1051b/7in2, Gaa = 0,2 x 10516117, у11- 0.25, H. 
4 x 4 Жат В , ЖҮР БЕН, 

4.94 [E] J 04.935, ЗЕ Е Ве, К Ву, ЖОРОО 
HE, 

4.95 4185-4288 ҮЕР F IR (B= 30 <x+10Ib/in2, үе 0.29), 
эра, Ж Нр (24.6081 Ча), ЕР ЖЕ. 

4.96 254.95: РУ Р ERARE, ОБИМ SR DS 
В. 

4.97 4.93, HEEP LAS AIL Ор Ес 0.4), Ж5Е ВИР ВИ 
ЕЯ, ЖЕ, 

ТЕЗ 4.983] 4.105 H, Ва. 

4.98 ЖА. 73 И ЈИ ЊЕ, 

4.49 R24. 20 PU ОР КЕ, 

4.100 351 8E 4. ВОЛЕ, 

4.101 ТЕЛЕ ЈРЉЕ ЕМА, кода S PE ТИ] ДЕ BJ НЫ > UI CHER. Е 
8 E HIPLAT EI HE E № НН. 

4.102  RIEUTPLATEREBI4.12, 

4.103 K 5388 4. УБИЈЕ Ж, 

. 4.104. cR SH ELI. ОРАЛЕН. 
4.105 # ма. Оз ВЕ НИЯ, 1801 УН) [Н] ERI ла ГЭЭ БЕ И 25. 
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ван ”高 等 课题 的 简要 介绍 


5-1 ЖБЖ 


ИҢ 45-86 ИН НАН x ТЕЛО TIG ВЕЖЕ А, 
варел ав ts — НЯ ни K de ic БЕІН [pl МИЕ 
HEA ЖӨЕ» Жай, М ЖУРЕ НЬЮ. ХЕ 
这 一 章 中 ， 我 们 糙 就 更 行 的 研究 直接 推广 到 变换 公式 、 特 征 值 问 
题 、 三 维 问题 已 及 非 线 性 问题 以 一 些 讨论 ,本 讨论 内 限 于 介绍 有 限 
元 法 对 这 些 高 等 问题 应 用 敬一 些 概念 ， 丙 此， 不 准备 详细 讨论 。 
Ду së PT i5 HJ ER BA, 

NE S L^ vw 

2. ВРАЋАЛА In] | 

3. 非 线性 问题 ， 

4, =. 

对 于 任何 这 些 问 题 的 细节 感 兴趣 的 读者 ， 可 以 参阅 本 章 末 尾 
的 参考 文献 。 


5-2 ”变换 公式 


第 三 、 四 两 章 中 的 有 限 元 公式 是 建立 在 控制 微分 方程 式 的 异 
公式 的 基础 之 上 的 。 有 有些 情况 下 ， 控 制 微分 方程 式 可 以 改写 成 其 
它 形式 的 公式 ， 这 种 形式 使 尖 采 用 低 次 插值 函数 比较 容易 ， 同 时 
能 使 次 变量 有 较 好 的 精度 (如 回 读 者 所 知 , 这 些 深 变量 在 单元 之 间 
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的 边界 上 是 不 连续 的 )。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 两 个 这 样 的 公式 ， 
并 将 说 表 最 小 一 乘 公 式 在 有 限 元 公式 模型 中 的 使 用 方法 。 具 体 地 
说 ， 我 们 将 研究 下 面 的 公式 : 

1, FERO. DIRDIRA, 

2. 方程 式 (3.86》 的 混合 公式 。 

应 该 注意 ， 选 择 这 些 特 殊 方 程式 来 说 明 这 机 种 公式 的 基本 概 
念 ， 而 这 些 慨 念 也 适用 于 其 它 的 方程 式 ， 还 适用 于 二 维和 三 维 问 
题 。 例 如 ， 最 小 二 科 公 式 可 能 适用 于 方程 式 (3.86?。 混 合 公式 可 
能 适用 了 字 方 程式 63.1), 这 两 种 公式 可 以 则 时 适用 于 方程 式 44.1)。 
其 它 方 法 ， 如 罚 通 数 法 也 可 以 用 亏 对 一 个 络 定 问题 列 出 方程 式 。 
5-2-1 最 小 二 每 法 

我 们 求 研 究 采 用 最 小 二 乘法 求 方程 式 (3.1) 的 变 分 解 的 问题 。 
ТЕНЬ, ЖОРА. НИЙ, НРА 
元 上 5 的 近 局 性 :， 


Tr 


из Ун Ор! (5.1) 


ир, Pf Gel, 2, +, в) а ИН ДЕ, ВА МИК 
方程 式 (3.1》 中 的 在 数 为 最 人 小。 有: 


ж d XV ous dy z 
df De х Тө 


ди 
efr eie) 
Г. Я (а шиг MES (5.2) 
或 
式 中 
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ге (Реза d di d аз? Y 
Курт | ds az gu 8 qu 04 
FU NI i 7-9 (а-4% da -)аз (5.4) 


在 着 手下 一 步 讨论 之 前 ， 注意 此 法 几 个 不 理想 的 特 感 ,第 一 ， 
最 小 二 和 莱 法 不 包含 单元 的 自然 边界 条 件 (odu/dz 二 PD)。 第 二 ,考查 
FERO. OHEAK EELKO OTTA, РИ (以 
ЗА ВО. s, RREK] 和 列 矢量 {F} 已 经 失去 了 它 
ПІН Е pii, ТЕХРТРЭХ 12836 ЛД ЭНН, FEA (5.4) 
ШОР СК БРИ НЕЕ ВЕЛО У, IRR (Р) 与 力 矢 量 不 对 
应 。 BT Р Star dig (352540 А АЗАН ZR PE RS КАН 
{н ЖЫ “СЭ ЛК Ир эЛ ЭРЭЭ КУН Ж E АЯ, АЕ, Ж 
пази, ЯНВ ЛУ ЗӨН ЗЖИВЈ А Љ И] 89 — 
对 方程 式 。 
引入 附 胡 变量 ( 原 方程 式 的 二 重 变量 )8 时 ， 方 程式 (3. 雪 可 以 
写成 一 对 一 次 方程 式 : 
- (SZ у) =0 а“ эе (5.5) 


在 杆 忻 办 向 变形 的 情况 下 ‚Ж RES EFIE IE RE дийн Ло WER 
们 开始 建立 方程 式 (5.5) ЗЕЛЕНЕ „У 7. МЕЛ ОРУ. АЖ 
# 和 0 现在 都 是 初始 变量 ， 物 理 边 界 条 忻 的 引入 变 得 很 简单 。 议 ， 


= хе фу, е2 о = > сүз? (5. 8). 


— ҮҮ, ЗЕР РАФ, 1 ДЕЛУ) АО. 22 TORO i. Ер = фу, 
МЕ РАЈ СБ. А УЖЕ (5.59, ЗРНА —Ж PK hit 27 ЖЕ 
(5.5) ВЈ, 33 


о fn (он) + өөг 


= У Коу + Ft (5.7) 


бі 
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9-| Гас ds Ns) - Хо, ] ав 


= ден: >, Наи, 一 > са, (5.8) 
шиний г-1 


式 中 


р E ау, dy Заза 4ф 
(еу _ CONO yg Cer 一 Би, 
а А eu-[ es 


1e1 “ааа dọ, аф icr. Геза d, г 

ну) = | 40 блр F. d 20 fda (5.9 
Я 88 9 FUEL A OUR АЖ, uj DLS: Hu ф, їз 22 86 А 
Ж, {902547 = 常数 时 》 


ejs df d eii. ша 


аға — 1 - тез Г [т] 
сеје гнезд 
(5.102 
c IA ло A RI, = L/3, а“? = ay, НТ 
FA TH. ДЈ КАЙН АА КММ ЖЖ СЕЖЕ О) – Рао 
съ! -Р,, 见笑 3.2 和 和 5.1)， 
и! =U не же? ЕП, Wu Па uU 
са = R, ооо + R, oF =o = R, G: = R 
н, Ок ка ИОАНН 9 (5.7) (5.8) 
有 关 的 集合 方程 式 分 别 为 : 


(5.11) 
4 


| i -1 0 01 f Ri) ( 1 л 
a |-1 2 —1 911,1. | 3+1 | 
h 0-1 2 -i | | к | | ~1+11 m 
Го о -1 141 U R.J 4-і 1 
[| 1 =l 0 0] r V: 
soto: oa ofla 
«| 0 -1 2 -1||U 
LO о -1 11%,) 
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Г-1 一 1 0 071 f Кај 
ши 1 б 一 了 0 | R. | 
2 | 0 1 0 -1| ра. | (5.13) 

L 0 0 1 1. \ R.J 
—a—ra ————Á mis К і 
1 2 5 4 

| L А 

баң . - цаа, ма“. 


5.1 ВЕУ 3.1759 — ВР JE sŠ D Ri BARRERES 
SAGE ЕВЕ, = ОНЕ, =P, 并 对 未 知 数 解 方程 式 (5.12) 
和 (5.13) 得 ， 


К,-Р-З33й R, =P +5/h R. = P + fh 


U= 3 + Ри. U, = ауыз ,2Ph 
2 во 一 一 _ 
p,. 9787 | 3Ph (5.14) 
4 за --- 


很 显然 ， 这 个 解 与 方程 式 (3.396) 和 (3.40) 时 解 是 一 致 的 。 
52-2 混合 公式 
万 程 式 43.85) 可 以 分 解 为 一 对 低 次 方程 式 ， 
d M f 
das 5/50 
d? 19 
| Pw Moo buo (5.15) 


БЕЈ rb ЇЙ БЕ ЗЕ к E. Ле ou ER ЭЛЧ. Р ЗАНЕ ЕНЕ TE КН АВ AS 23 
=, PXE., RARA D0. AFER. вту Аз ГЕ 
МӘЛІ Н НОВ X 


(0) = 9% (осо мад=м, 


за 
2м. ЗАР (5.16) 


шах Шоғы ОАЫ ERSTER ла) EE A K (5.15) 
Жат А5 хз: 


0-1 Мин” ын м Ade 
» d d 

ES ТАНЫТ 
Tur. "es 1... (5.178) 


ec nO p 


Tor do d d 
-- Си tae e (2). 


+ об, o( S dz )l. (5.1763 


ЗЭР, О ЕРА Ж, TUAR EW ЯЛ M 的 变量 ， 方 程式 
《5.17) 中 药 边 界 项 表示 对 风 和 MM 所 作 的 规定 ,将 构成 变 分 问题 的 
基本 边界 条 忻 ， 而 对 导数 dwjdx 和 dMjdz 所 作 的 规定 ， 将 构成 变 


分 问题 的 自然 进 界 条 人 忻 ， 
基本 边界 条 性 
кошш! M pra зе (5,184) 
自然 边界 条 性 
对 dw/dz 和 dM аси sz (5.185) 


有 限 元 式 方程 式 (5.17) нуз ETE 型 可 以 通过 将 形式 为 
QUEE. SR 0I 5.2) 
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Ч = ду) М = ку (5,19) 


КН ВА ОЗЕ И КА А ДЕ РАУЛ (5.17 8351, НЫ, АЖ BE, 
ийм np Я АН НУЗ FEE ән жеу) Flo UE TT T8 PEE СВОД Де), А 
Біле 27 ЖЕ aK, n] ЈА КИН Hb eom 23. 


[K''] кіз у үр, КЕ) 
mme кке Шм” еуі (5.208) 


А, ЖРСК Са, 8-1, 20BS SHEER AK pa 


11 = 12 _ | 95344, dé; 
Kij=0 Kief dz dz 7 


ки | ыз, еі 


F; - |. ef cV io iG OV. 


Fi =e Cre) 十 他 Cr 120, 7 (5.205) 
_ dM _ dM 

Vim |... Уул |. 
— dw] _ dw 

шэн dz iz, 9, ах Неа 


ву та ETA b БУМ ЕКЕ, МЕН ,为 了 给 出 方 
Жізі(5,2049 БЫНЫ ЖЕР, ЖИ 方程式 (5.17)。 


“= of И СУ 


— 


Bi5,2 ПРЕ (3.86) Бен  ЛЛЬ ЭГ МАТИЈА 


34 Y y на (5.20 а BB а Н, DUE TE Sr E Buy AI $, РА 
e 489 • 


— - = -—- .-— . - · 


Жо ОУ, Яу 0. B. 77  Х(3.12984(3.17921НЇЇ) 
2k ВЕТА ЈЕ ЖІ. ХР он qhe Рев (те в- 2, 


ЈЕ: 1 ырғай а 1 
LEU- e. Я -К је É юэ 
Jo т V, 8, (5,219 
ene e m pues (Cg 
将 初始 变量 重新 排列 ， 单 元 方程 式 45.20a) 可 以 表示 成 
Г 0 1 0 - 11 [ W: ` 
M 1 за, ~} а, | LIN 
"I 0 —1 о | lw | 
— 1 Ge 1 2a, | LM, À 
(oo 
f,h, 10 бү 
= 22-6] ++ (5,22) 
гоу, | 
[Lo oJ i 6,3 


ЗОН, а,< 1766. 
кі, ЗВ А Е лан та ына ет, ix 
Жен Ан, > Dj Rü Ы Ве Н ШЫН CBU 
қо 时 ,这 个 特点 不 是 希望 有 的 ,下 面 的 便 子 将 说 明 这 一 点 。 
例 5.1 考 虑 图 5.3 记 示 的 一 端 固 定 一 端 简 支 的 洪 。 控 制 方程 式 
为 式 (3.86)， 其 中 ，5 = El, а= ЖЖ, иза 边界 条 性 为 


w(0)=0 (вт 


2-м, 


X -ғ й = 


и(2й) = 0020) = 0 (5.23) 
ВЕЗА ЈА ЕЛЕГЕ ИЕ НЕ S ZR ABS IS. 
Эз Y НАА, PKA ЛУЈА ЕЈ МА ИВ 
Кала. РИК, ТЕР ЗӨ Теле. АН 
EEEH: 


‚490 = 


f o 1 0-1 о 07 (5,51 
x 1 2a -1 0 0| U, | 
1! 0 -1 0 2 0 —1 Us | 
h | —i a 2 да 一 1 “ U, 
| o0 o 0-1 0 То. | 
L o о -1 а 1 pal] UU, | 
( 7v 1 
Өү 
E yis | 
- "e L (5.24) 
WS | 
L mr 1 
采用 边界 条 件 
U,-U,-U,-0 —-Vyu'.yssig — Ga. ug 
бу? = 0 (5.25) 


5-3 ФБ. 5 LE fe] ha d 222 — А ТЕ] ЗЕ НО ЗА 
п Ж ЖЛ ВИ ЕЕ U. Мо, НН ВУ 3 
了 式 。 这 是 由 于 在 集合 时 条 用 了 
М,-М127-0, (5.26) 
НУЫ E k IH ВЭ? EREHE P, АЛ ЖЕ ЕН, ШИЛ 
程式 (5.26) 不 成 立 。 正 确 的 条 件 是 
ММ = М, (2.27) 
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. .—— .— · 


(ЕНІ, = ме -MID.M,, ил УВЕЛЕ у 


[ 9 1 0 -17 ( wu \ 
1 1 га -і «| UMM, | 
h 0-1 0 lJ] м» | 
|-1 а 1 3411 ме 2 
АНЕ 
| во» | 
- | зү I (5.28) 
( eco J 


КА МА рСо.27359. ЖЭЙ НЭЭ P y Жет SE Му 
Го 2 -11 ( V: 1 
i 2 4а a | мы шал 
|-1 а за |р, 


Ж, ММ =M -M AEH, FADA aAA g 
2o ЯУ: 


Мой? 9M M 
= гд ма! = 8 Г. = ü 
32 EI : 16 a 8 
i 一 9M, үс!” = — 9M, (5.29) 
1 165 | 16A 


[n] BR R e ЈЕ. TOP EXE НОУ ЗА, ВАТРЕ ЕВИЯ (5.29) E TUR 
НА ЛЕРА В ИЕ Е као (Ox ИС НЭХ 21-16 Го 

Зр УРКУЯ 25 А, А Ер ӨЛЕ А ЂЕ ВЕ ЖИВУ H #250 
ВУ 2. ПН ИЉА И И] БА ЕН ААГ НУ Р: 


, _ БЕТ 5 ав А Ш 
ТС, д? = | ЇНЄЭ +w |4: Оа.) Q.8r,.) 
- QW T.a) 0,9(2,.1) 
"ега руб 2 
+ [7 У (<= +в) dr (5,309 
ХІ ДА БИ 28 БЕЛА ЛЕЛЕЕЛО 5,2] 5.3). 
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5-3 特征 值 问题 


ДЕЗИРЕ. №. А. Sg ФАРЕЛ. ЖӘНе И ЕС ВЕЛИ ДУ 
分 析 中 ， 我 作 遇 到 下 面 这 一 类 型 的 方程 式 : 
Au = Хи (EQ N) (5.31) 
式 中 ， 上 是 线 人 性 微分 算 子 ，# 足 问题 的 到 变量 ，* 是 取 光 于 问题 Л, 
ЖАЯ ЖЕТЕЛІ ЙӘНЛЕ ы-і SEO „ЈЕ Pe UE У, 5 97 
考虑 的 所 有 平衡 同 题 者 可 以 归结 为 方程 式 (5.31) 的 形式 5 在 弹性 
平面 和 板 的 问题 中 ，4 表 了 微分 的 宅 阵 算 子 ,表示 因 变 量 的 列 矢 
Ш). ВВ ХХ 00.31) 的 月 限 元 法 解 与 平衡 方程 式 有 限 元 法 解 的 过 
程 完全 相似 。 主 要 的 区 别 在 于 总 的 琴 缩 方程 式 应 该 采用 特征 值 和解 
的 步 又 求解 。 
汶 了 进一步 地 理解 这 个 问题 ， 我 们 米 讨论 与 方程 式 :5.31) 有 
Хал, Ж 
| [К | utiy -АГМ и} + [091 (5.32) 
ир, ПАОЛО 15855158 ЕО SC 38 F E ИЛЭН Бі, 
ГМО ЕЕ. 


"DIM ( gi VD. dedy (5.33) 
АМ Ну ЩЕ ЗА 2 #21] ; 
СКЗ) АСМ} (5.34) 


ESE, BERERIN — rx (N —r», Зэр, МЕН [š М 
ti ЕА EL H НОВО 2E Lr RE SE Но ËI Ha НЭХ „УЖЕ ЭХ (5,342 现在 
ТАН НЕЋЕТЕ А CR ARR НИЛ ЛЕ SIE (CU 71141 — 1,2, N 一 r) 的 任何 
ЖВЕЕНІНЕ ЕЕЕ ЫЖ. РВ НИМ — r= 3WJ 
ТО, ОРИ И А А 2 17 К Ан | ТЕЖЕ 
ЖЕ. ЗОН ЛЫН. РР аи гора ал; ВЕ БЕЛГ} 
ВЭ ЛЫН NEG SORI, Мото 1-4 RERIDLESoR NE A jE 
意 分 量 的 解 。 因 为 ,我 们 通常 对 矢量 的 方 回 比 对 其 大 小 更 感 兴 趣 ，- 
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mi 


ІЗІ. ЖА АН АЕ НЕЖНО ВЖ. 
#5.2 же 77 ВЕЗА 
_ а" м 


-Àw б<їш< 1 (5.35) 
7 dz? 


исб)-ис1)-0 
RIE 28 WË yE WB SUD аха РАЈАНА БІЗІ, ЕМ 
Үр |ë] X2 FJ ВИЗА RU ЖЕ СН ÉI De А28 E oc T aj Ай, 
ER КЕЛИ CAO A В C TR НІН EE ВУ EH. иж: 
CKO Hut АСМ} + (pi?) (5.364) 
(nr бааар, (е) _ 1 1 —1 
К, -dr o [K'U]2 — 
|.) г аз 18 л (5.366) 


му! | “зад фат (м 91-27 1 | 
m . 551 2 


Хари АНА 226884 нн ,总 方程 式 的 汇编 形式 为 (h = =), 
Г 2-1 07 EM Ë 1.07 

4 | -1 ЖИ =>! 4 HI 
L 0-1 2 | U, Со 1 4 | 


я КАИ AX ені. АВА взеха. 


1 1 

8---А -4---4 0.0 

6 24 

1 1 1 
0= [4 А — LA -4- ЗА 
4—24 5-0 47 24 

1 1 
0.0 ~ 4 аа 8-2 


-(8- M ~ (х + Да) | 
- (4 + 2; . у [бн 00(8-44)-0| 


= (в _ 1 yas — 9604 + 9216) (5.38) 
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ЛИ. УЖ): 

А. = 10.39 À. =48 А. = 128.76 (5,380) 
ВЕ: < түрд У 65.372 ВЪН. ЖЕ. 

U,, Ua, U,)1 = (0,707, 1.0, 0.707} 

tUa, Ua, U,53,—4(1.0, 0.0, — 1.02 (5.396) 

(U,, Ua, С,ја=с— 0.707, 1.0, — 0.707) 
БИН 

Маза L каља, += (5.40) 

t. = Sinkurx 

УГ 65.372) ВЕН НОЈЕ ЦАРЕМ К? 53555) АЕ — Ж 
Ru, ЖАЛ Bh B] ВЕР. ЯСЫ ЕН ЕҢ, 09 5Ж ДРЕ 
BREITE АЛЕН АА P: ERE 2338 НЕҢ пр ТУ РНЕ 
КЕ, ЖЕ АВЕ, TH АЕ ов а РБ, ЖШ И] 
КУ ЕН ЁС, СЖ, 
Шұ- СУ ШЕТТЕ К-1,2, се, n 


н r у = 41 х 4 


(5.41) 
在 本 例 中 有 


i = ЙГ = h 
Мао = АГ, = 


这 简化 了 特征 值 分 析 。 我们 有 


1 
一 — А — 4 
8 1 0,0 


1 
2|0-4 Be cà - 
0 = 4 * | 
1 
0 -4 8-2 
0 | 


ез FEE ЛЕ HERR AE Е, 
А 一 日 .37 А, = 12 А,л==54.63 
(0, Ua, U,),-(0,107, 1.0, 0.707) 
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—— —— ra. --.- ---- 


(0., Ca, б7.».441.0, 0.0, -1.0) (5.42) 
(7,, 0,, Ә,),-%-0.707, 1.0, -0.707) 
注意 , ЕЛЯ НЕН АР НИ ЛЕНА, ФА С НДЕ o. n 
BHA АЕ Ei RB ИЕН ІН Pp DE НО EE E 38 „ 


5-4 非 线 性 问题 


许多 工程 问题 可 用 非 线 性 徽 分 方程 式 描述 。 在 众人 由 某 些 简 化 
的 假设 后 ， 这 些 问题 可 用 线性 微分 方程 式 撒 述 。 例 次 ， 弹 竹 梁 购 


S T PE E 
aA * т\ш 1” 
(5.43) 


та ~ ДЕА | а + 16:31 || = 


ан, ну АТЫМ, vD Ra IP ES HE, БУРЕ, АЛЫ 
mifi, fp moda. Ч. АЕ азу ау 138 
Ш СВИ Cv /da ),С4и/4х ),С4у/ ах л: 03, 方程 式 (5.43) 
ЕЩЕ ін, НЕ У (3.1) 30 (3.86), AT, 
ы ФА кв, Г] ВЕТА G ВУЧЕ ЖЕЕ УЕ (5.43). 
3E £& pE ја] EE 55-14 348, HA PT НЕ Йй ВВ ТЕП TE r ах JE 
Dt, Ее НАН ВЕ У ХАН, ЖА (4.188) 应 该 修改 ， 
шигтгээ” цэсээр 


3H 32 е ү эц àP 
(45277 o) = u| 25 r? r 5,55 д2 AL дај 
де ди | а 
10:31:23 “| а 5275407 27 2173 397 
(5,44) 
Он до _ 
52852 0 


Жон, P 为 流体 的 密度 ， 其 余 符 号 与 4 一 5 一 3 节 中 所 述 的 意义 可 
Іні. 

AE 2 EE ТА АЙНУ A FR. сЕ Es ЭХ УЕ bj dE ЖЕЛИН ЗЕ ВО РСЕ 
РЖ ж. ЈУ ВЕКА REREH в PES ЯН W RIEN. РЖ 
JH Navier-Stokes 方程 式 (5.44) 和 里 力 一 速度 法 求解 的 步骤 作 一 
BOTE vB. 

йла РУБ. 44) B HEAR У 


[.. Дуло (198 +09 p) + Гефааду - ф, witds=0 
| нне (82285 ) + Сао ф 294144856 


(5,455 


ди до 
гүү S= 35 drd Ü 
|. У ax т) ийн 


ЖЭ, І-ІІ ЖЗҚ (4,192) ДНО Ао 这 些 方 程式 
ПИ поћи 39 7] : . | 
FLE']1 16721 EK!) | (и) 22) 
скет ГЖ 221 [K+] Jol fe 
| [КЗ [K38j7 [0] | [Pj 10) 
(5,463 
Жир, РКО ЈЕ Ка, 8-1, 2, 3) 453785 A. 1960P EA 
аа H. 


K! =K}; жо] v (вс got: Н c r9 ахду 


9 {7 
Кї} = КЕ +p| Мо (5.47) 


型 = S aa р = У рир 
1 .上 


式 中 ，5 和 ?是 很 设 为 已 知 的 速度 分 量 。 | 
很 显然 ， 单 元 系数 矩阵 以 及 因此 总 的 系数 矩阵 取决 于 事先 来 
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ето TD 


Ani HEBR. ВЖ ЕЖЖНЕЛЕЖЕ. Е ОА, 
БӨЛЕ Е, НАН ЖА ЕР АЕ АЧ НЕ ЖЕЛІ СЕУЛ 
Жаз (4. 195ЭВЭЇНЭМ В. ВО, HIP K S KS H BUE 
BEBE ЗОНЕ, БН ЛҮН E РАВ TARRE, ЕКО, 
Т ҖЕ РИ ХАН SE 5 XE j Ж. P Br ЕЕ ag xe БЕ+ 2 ЕРІ АРА yE Bu — 
Е х. BOERE WT 14 2529 


[Жш ›_ Ie г? иди алла ЈЕ 


114 


[NS 172 
| Eaque imp ууу ој] 
1- | 


= 10% (5.485 
Жий, (QUU. VU) dog Hr ВУ НА ОЛ НЕ, 
ЕН ЕЕ РЕЗ FE k ПИСЕ ВЕ, 如 Mewton-Raphson 法 ， 
ЈЕЛЕ jNewton-Raphsong 55 СО ПИОН] UA 28 08) SE а ЭЕ ЕЗ 
限 元 教科 书 。 


5-5 三 维 问题 


第 三 、 四 章 中 关于 一 维和 二 维 问 题 的 大 部 分 基本 概念 可 以 推 
广 到 三 维 问 题 中 。 三 维 同 题 要 求 大 量 的 贮存 单元 和 很 长 的 上 机 时 
间 。 为 了 完整 性 起 见 , 我 们 在 这 星 讨 论 三 维 问 题 的 Poisson 方 程式 
和 由 种 三 维 单元 。 
Æ JE Pois son 方 程式 
д “ди 2 дим, _ 
7 Эх k ЕРЕ БҮҮ а): S (K | SE) = J 在 台中 
(5,49) 
uc ИНГ, 上 (ki a Don, +k Š ди tn.) = Ег, Е 


(5,809 
жоғ, К,=К,(х, Нь 29 ЖР =] ст, H» 2) + О ВЕЋЕ OG гн 83 
Poissongg Ж, dr Ж, АЗА REID (Л1Г АВЕ ЕЕ Poisson 
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BEAR СИ. 5.49, (ЇЕ ЗЗОЛГ--эн 8 Ра Sr O: ° dm po Т А л il 38 
柱 体 单元 СЕ 15-80 SÉ АЯ оо ИЗ PR S НО 划分 。 
#0 РУ (5.490 ЈАДРАН Уз ОҢ. 


2 - à a д 9 
9-1, даба) UE 


- (ks) - f |dzdydz 


= до дн |, деди, деди. | 
fa Rigada ay ду "Ог Әз 97 јазауса 
-Ф, 14:15 (5.512 
x rh 
— p ди ди р 0и 
I А. ay " t FF Ft. (5,522 
ВИВЗЕйЛЬн, Ща. 
ñ 
”两 个 边界 表面 之 间 
的 曲线 


图 5.4 ”表示 表面 单元 ds、 单 位 法 级 和 它 的 分 量 吕 = (пъ, по 1705 PBB 
мәни 
Взе рабо ниво PJ RF ЛЭХ 23 
и- > oup (х, 9,2) | (5.535 
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Но = Фр КИ 5.53Э ХАЛ ГЯ 45.51, 48 
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` 


11 


yu (T5,55,2,) = бы 
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ВУЛЕ № Н.А НИЗ. 


力 程 式 (5.55) Ч жн К Я] гу ERI 
тіне. RERE yë РА РЕЂЕ pü: ПИН СНЕ 


(вто GX PJ Ph ЈЕ pu H| РАЛАТ Ш E В ЛЫ ЗЕ 


цёт, „ж) = Зо + а, г + d sU + 042 Pj 3 ра purüi fik Ва бул 
и(х,у,2) = Go ат GU ага Не + G4 mm + агхту 


+ а, Фуз АННЕ РН Ju, (5.57) 


3 kB (H ERE, 三 以 俐 第 三 章 和 第 四 章 所 述 的 方法 确定 。 


站 果 用 数学 计算 单元 秆 路 。 梧 以 采用 等 参数 单元 的 概念 。 № 


76 HJ JL j FEE Bi БНЗ ЛЕ ЗЕ УЖА. 


Е = > rb (Е, „6? 
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у= РАБА ДЕБ | (5,589) 
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z = > а КЕ) 
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Жи В, ВЕ, JEU QS ЕВЕ ЖЕ Ecos ЭП 
图 5 .5 Eras Р ЖЕШ ЦЭН >u MI FE УАР 7с. 355 DH В Е B 
Jacobi*g FEE E УН ДЕЛА 27-2 ВИ] РЈ РАДЕ Бу НЕ pl fB 21 — PE BJ 18 
6. 


X ME 变换 单元 е! 


25.5 33|Е- мл. ШЧ Эл ЯП Кел СЕТИО ЕТЩ 是 
— ЕН) = ЕДИ) 


• 501 ° 


>) 题 


5.1 PE ВЗ ЖЕЛЕ (3.19. FHER AR ФЕН ТЕГЕН BR л, Я 
жи HJ : 7 БІН ЖЕ AE. 

4,2 РИ NOE ОСОЛ ВАЛА (3.1), JE ER FE ИН НЕ be 7077 Fd 
БАЗЕН аб ЖЕ, 

5.3 ХЛЇ Л (5.300 ЛИЈЕЖА Е Ал, HA RHE о 
ние FAORI AREE i ЕЖЕ} Р бу НЕЕ, 

5,4 ЖЕНА, di МЕНЕ Ес = Г ЗАРЖ 38 p нм, B) Ek 
КЕНІН жалын, ЗРЕЛА, ДЕ НА 22 117 

5.5 用 四 个 线性 的 单元 六 与 Шарана АВИВУ РЕН Ра CA, 村 
3.25) 

_ Pu 


е Аи parl 


a(Qs0 w+ 95 (уужо 
іт 


5.6 REZAL. ЛЭ. АЛЕ ЕГИ ТЕ Ж 2. 在 半 
eE rh S: FJ ET ад, 
5.7 采用 图 + 8 的 四 个 单 元 的 网 格 求 下 列 疝 题 的 特征 值 ， 
- Vú = ku O< yl 
TE PIU эй А Е. и=0 
5.8 ЕЕ SA dERIERUMA (5.13) 有 关 的 二 X UE BÀ 


Iso = |" (БАС и у + БА D Pus 5 


СУ) 


x dz || j 73 Hu + qwytim + їп ЯН 


Зе HB ie ВЕ TER URL БЕЈ 22 ХЭ ЇН (058 ЛЕ zÜ ну В PE on Д ФУ ЕН PE , 
5,9 Же Жи ES TES лан, РРА 9 05.81 Еј Ва DB 
E. 
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5.10 Мо Gn. mg) FO F304 ЕТЕ СУ о а 


ü y пи _ „ 
и) 1 = 0 О< же! 
du ә“. 
——i0270 ucl») =. 2 
dx 


5.11 CXHji-4-3 Tr DL UT OS RE RUE IUE e V TS НУ ВЕ ЕЕ НЕ IB Su P) HB ЈА 
END. gu, 

5.12 ФИНН Ар У 55 TE B = FERAS (SPI ВРАЧ I zu А =Ñ, 

5.13 55 ОЛ АНИ T ER a ЛӘ, 

5.14 ХЯР HAA А БЕЈ (1.230) МЕДАК. Ши 
Ая А, РЫ 7012] 4.66) 


исту = * UPEN „у 


í = L 


5.15 СЯН (5.55) dm, HFAA Па Мао, sK E НЕ А SD 
EJA RAJA E "то", 


3 Ж X м 
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[6 о 38-86 0 за Ч 
B о 0 -H 0 0 
»h* зй 0 эй? 
Ë +H 0 -28 -H 9 D 
Кан 251 ер -3k 0 -6 -3h 
| t ай: 0 gh в: 
в Ü u 
L КҮШ 


Гез | 
г. 
АР 
Я 
* 4 0; - 
Ue | 
L'y | 
Us | 
Ug ) 
-F 
Р, (13 
Ро 
- Fitl} + Pir?} 
ЈЕ) = 4 Patly+ ЈГ 023 a 
Fath + г?) | 
P. 
FG 
ГОР (2) ) 
{сз ih ERE X, - ЈУ + ЈЕ] 12» =), Patli + pD >= a, ПОРТА И Ру? 


ж 0, Руса)= Ра, Ја) — Ра, Р 9-0, Uy Су fra но, 

MARTE НЫ Беја 6 4 PL в Из Me х б3р БЕЛТ У, 

3.56 сау LKÉ'U 135 (3,130) а ша = (3/50 cose = (4/5) ВЕНЕ. Ке: 
НА (3.129) НН. 

(с> ЖА. Л: 


16а + 54 12608 — 83 F 
2190798 e, t Ве ҚАМТУ — 1080 
р pe тез Ве» T REG 108061 
| 12(8:6) 6, 8H * 96 + бе 1440с:-108065 
25 25 | 
| -1080с: 14406) — 198062 2600)2e, + 24380326, | 
[u fo] 
о! 
° | ЁГЕ | 7 | — 100 [ 
v» ) 1 О ) 
а 
а= (500)? в- 4. (36037 - 2E „ш 2815 
I ` Í 2 1 16303 “ (3690203 
ETs у, Вл, ГИЯ, Са = 2. тш, Cs = -id rin, 


Ї17,--0,0255Г84 
3.57 HR PJ y FE HI, 


* 620 ч 


Ч -一 一 一 一 - 


— ah M + É 
_ балын л + 
EI VE Буд чийн 31 ВЕ 
FEB 
ЗА. вв. 36. үлэ 
x” ® 2^9 A 5 
242 ah зи АҺ: 
== =— —— + ЕЙ ==” 
478 2 vo м 3 
| 0 8 sh эһ? 
[ °) 
| ! 
= 4 一 Е 
n 
| ој 
Кп, н= tA DRE, 
3.59 ЖЗ. 5487, 
3.50 
dr 
d£ = Hh) — 2055 
du _ du dr — _ du 
-4E ` dr ав па 245) dz 
айы утру ә 2 Uu _ du 
P = НЗ]. сай; dz? 0 
| 1 
ма (БЕ) = Ув (Е 
А i- 1 
Жтт. = Е ЖЕ т ніні, 
tH TavIorm M, 
in — ма | сі» max | Jes | -ес(Еҙ0( А3) 
His са), fE BED foede o 


Ц 1 a 
llu- u | у же 
4 Т- за 


за СЕЈ). = Ми), 


е 621 • 


К Ма Ма КЇЛ 
мо мл а - бъда KC] 
б ЖЕЕ ЇН Т Ый, 


i [M3- А EK 1199 
я а= Ж}, ФА mim = 0 C E На sh fi :Ашїиа2 — 1», Же = ДУЋЕ, 
>м» + (Бу). XE-- X E XI Нам bu pa АЛ ЈЕ ta зе НУ. 


ща = 


3.62 8181 = 0. ОВИЕ FEA A ЗЕ EE nx 103) Я 


ee i is 
350 359 400 


г 9,0 300 350 3650 370 
H c 0.0 —1,.135x 1073 —1.908x 10-2 -0.178 0,03 0.381 0.81 1.348 
т | аю 420 420 440 450 460 АВ 500 
„| 1.80 2,346 2,808 3.335 3.815 4.331 65.326 6,32 
3.63 БН Л: 
ин й — вілі 
ч Қ 
ulr, із-1-ж- a зишяте ^c 
x n" 
п – ] 
т 
0.155 0,25 0.275 0,5 6.525 0,75 0,875 
АҒ: А- 0.053 0.8745 0.7470 0,6212 0,4954 0.3712 0.2470 0.1235 
20. АЕ=0.03>) 0.8729 OTAGA 0.8001 0.4944 0.3701 0.2463 0.1229 
&L(A:-0.025) 0.8732 0.7462 0.6206 0.4951 0.3708 0.2466 0.1232 
405.44- 0.025} 0.8731 9.7182 0.4904 9.4947 0.3701 0.2463 0,1231 
AQ At 0.05) 0.8778 0.7406 0.6214 0.4442 0,3607 0.2461 0.1230 
нае 0,8733 0,7483 0.6208 0.4954 0.3708 0,2168 0.1233 
364 НЕР БЕН, (一 wx 1035 
іше» 1 5 10 20 40 50 
1 
2-2 - —. ИИ 
ни в = | 0.00053 0.0287 0.1441 0.4884 0.8881 1.924 
m —— нь ————. [ea 
5 ms; 0.00012 0.0091 0.0686 0.3840 0,8598 1.0123 


有 有限 元 法 
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0.00025 


| 
107 x | 
—srr r Ta TTf€ T.T I a 


3.65 о РА] RIS T SE ЇГ 2119 ЩЩ НЧЕ BERE М, Co u x 169) 


низу | 1 5 10 20 25 30 40 го 


. -..---------“-“..-.....шжлллш- в 


ла: 一 一 一 一 到 


ru (=, t) 0.0971 34.315 25,63 3027.83 444,81 22.82 798.55 ikar 


= 


t (5. 31 - 0.0044 -- 0,332 – 2.468 — 11.81 — 14.90 - 14.79 -2,6059 25,613 


3.67 ВН НЫН Я. их 113) 


tips? 5 10 20 35 30 За 10 45 >й 


из) | 5 10 20 25 30 %5 40 AS 50 


Lt 0.0031 0,258686 0,236540 0,5218 0.6559 0,7871 0,8596 0,0325 1,0324 


3.70 тома АСК а: + са Марко 8, 


1 | 
1221 № 
СТОИТЕ + 1 HAFO, 


3.710 — vic =—у(1750(—1+5-&) 


4305) - нааж с д) 


= 


3.71 dil) = iG за + 58) #205} = ЕСТЕ 
б = LG 38-85) = ba-en 
3.74 PaE = рада vi) = rintt - 45) 


E 


3.15 (3.43 


° 623. 


m— 


3.76 cH SF ЊЕНИ, 


i-i Ki = t (1:-0.388148À 
-3, Куу--12, біре 0.378 
п= 2; 1177 ра? 1170. 
~ 2 13h 
н= 4; Кат- 4， (Z ii =: 0.371428 Bb - EX 


Г 8.0 —5.5 " 9.0 0.0 71 (0%) 


3.82 (a) -5.5 12,0 —6.5 0.0 x | Us 0.75 
1 


2.52 | 
Ч 


р 
| 60.0 - 6.6 14,0 一 了 1.07 
| п.б оз -T5 8.5 ] le) Ке” 
3.91 И рз. ВІН 3,10. 
3.92 RI FEMIDA g WAME C TOE Ју TE пан А ДО AO s 
Ф NFRNT=1, 1ЕТЕМ-2, МРЕ = 3, NDF < 1, NEM = >, Врт = 2, 
ЧВЕ- o, ІСОЫТ - 1, PEM = с, МТЕМЕ = с 
© AL=1.ù Хо=0,0 
ф АХ1-1.2, AX1=1- ВХо- BX1- CX: = CX1=0,0 
Еп-1,0, ҒІ- 4.7 
ІБІЗҰ( 9-1, IRDY(2)=5 
VBDYc2-0,09, VBDY(2220,0 
94 
МРЕМТ= 1, ДЕТЕМ- 1, МРЕ->», МПЕ- 1. МЕМ-=а, NEDY- 1, 
ЫНЕ-1, ICONT-0, ITEM-23, М11МГ-0 


еее 


№ ABL- 200.п, Хэ-0,0 

Ф IBDY:)D-7 

Ф УБІУсі) 51.0 

Ф iBFíi)=1 

ф УБбЕСїу- -1до/ож 

Фф ЕСІ1. 12-2.0. ЕС(1, 2y= 106.9 

Ф ССЕБ(1, 1220.0, СОБЕ(1,2) = 157,08,811 other COEF arc zero 


EC(2,1352 105.6 ЕС. зуг 20,n 

COEE(C2,1355,2,COEEQ2,1)1 - 187.08, АЙ other COEF are zero 
ECtc3,1)2 20,0, ЕС, 73 > 40,0 

COEF(3,1»5 20.0, COEPFPi3, 25 157.08,а1 other СОВЕ are zero 
БС(я,1у-40,0, EC£í4, 21= 80.0 1 

COEF44, 1}=0.0, СОЕЕ{ а, 2у-157.08, all other COEF are кето 
EC(5, 1)-320.0, ЁСС5, 2y= 140,0 

СОРТЕ, 1)= 0,06, COEFt5, 2) 157.08, all ether СОБЕ ате тото 
EC(6,1)= 140.0, ЕС(б,зу= 200.2 

COEFi(i5,1»20.0, COERt(8,2) = 157.uü08,&l1 other COEF аге zero 
ТЕЗЕ 21 ES 3.15, 

ERS.950—3.11089 7$ ЖОЙ ШИН ЕУ 57 0798 TT, 


ж ж 
4.1 Бүх үүр =й LED К-С + fyt2Y= añ 1 aÑ? 


Ваза ат fati с сова 2u h 2 Еа а = ЗОВ удава 
4.1 іс) Ма =265,1—1,3#-—џз TTT) 
у: -С0-1,5-0.5Х4 + 2у) с=1/з.Ч 


3 
48 Шш Т--2р D ЧЕТ ет у де) 10.766) – 105.029; 


L "= 1 
AP. Time „Веја Лйу A Йй ЖЕ ЖОЙЙ 5214 M. 392K Gum HE Dou (3.11315, 
1.0) d (3,8734, 1.02655, 
4.4 СК: -159 ПИК 2115024, 
Жега рат ји 464.7, 
4.5 05У жәнЕ ІХ ой, МАНЕ, 
K,-Kij) Ка-К +t К) Kss= КЕКИ ЕК? Кор 


с 
2 
сай TE 一 - (2) й А 


ГК»: E [ Us] 
| Ка: Куз Xj ВЕ | | Us| 
Kis Ka, Ку Lg 
4.5 (02 _ 3 _ t 
| Кез Каз Kaes Kass | ! = | 
| Ку: Кту К: Кта Ат i 127) 
к, Каз Ка Кә Кут Ka Era 


| Ра Ко Ug Ка.) 
| Fas Ка бү. Ката 
1 Бао K AU – Ка! а: 
| Ee- еб K aUa | 
Pa- Ка а Коза а c 
FaR aa Ава а 
ат СТЭЙТ їйл. 34.95) НЕЕ Ма 
СК је 1915 + 55522] ü-3, пей 


ч 


га с о 27 
CHJ- 25 | 9 9 a 0 | 
5 jo ú g al! 
| a 0 5 TA 
Ін 
(Ру = (ола + 5) 4 0 | 
3 | 
T 


Нар», 151118 52314545 CA 400 a 
4.8 ўі = 30,77, fas 25.64, fs = 3.55, 
4.9 Ру= Ja= 27.32717, ја= ја = 22. ТАЙ”, 


4.11 
fr м 5 6 & 9 11 12 
ЖІ АН 0.06796 0,03541 0,1%203 0.25 0,412203 0.54053 
ниви" 

Lá e Ё л 0.07143 0.09821 0.183750 0.25 0.12857 0.52679 

Xi JE Ñt sr 0.07154 0.10092 0.19286 0,27857 0.50703 0.258479 


ib "uiu, 12-21 


Zr .MA.T2, 
4.12 
БУ A 5 5 8 б 11 12 
кл 0.02318 б,072202 0,110 0 0.19927 0.52010 0.45269 
d: f :: | 
мел: 0.05834 0.05252 0.15047 0.21337 0.33178 0.46923 
мет. 0.041Т53 0.00:/36 0.12994 0.18378 0.30885 0,432.91 


672 е 


4.13 ЖЖ BTE 0.5, 5.513485 IE 27. 


ix? 2x4 478 B> 16 84 Dü =з 
0.375 ü. 378557 0,25587 (25144 "а 25720 
4.14 
1 3 т 
к, i XI m oct) css] 
kien t i=l 


ы s= | ri m 29. dz, dz; Si. -f riyeW.dridzs. 74-3 мех 
2 4 г; Ju 


тут гізі) aa = — (8-9. 1% аба} Зи = Kronecker delta 


+ Газба ат) + о: В, Ро tasyi as) 
4.17 54.14, тај = аһа/24, al = ар8,/2.4, ад- alyu/24, ЖІ 
вто, Ф Шау, ан, ат ah, Не, ЖЕНКИ Tm 55.09. 
4.13 МЯЩА.16, Ен, оо= Аар 24, a= / В/244, апаз = ду г АЯ, FCR 
xn dE kb wd ML b) ние fita + fias fandi. 


4.20 Ясен ЫН ЭН, 
ШЕ (0.0, 1.15, 1.84, 2.04, 1.76, 1.0», 


4.21 МЭ Р200-10, 4 8 М Х БИ F F E СЕМ 5 24.74) 


Mr TE Ната 


№ ELM ES mi NE Е 38 TET 
(0-1, b-3/2)5 ќа == 1) 

т и 精确 法 有 最 元 法 х H жаңаша ЯМ л; - 
0,0 0.0 3.2515 3.6753 0.0 0.0 2,5000 2,8744 
0.5 0.0 3.0769 3.0303 б.з 0.0 1.8375 1,8411 
1.0 0.0 1.9230 1.8094 0.0 0.5 1.875 1.8411 
0.0 0.5328 2.4037 2.3531 0.5 0.5 1425 1.1548 
0.5 0.5228 2.0191 1.9 R78 
1,0 0.5528 0.8832 0.8436 
0.n 9.7454 ^ 1.5382 1.5000 
0,5 0.7154 1.1336 1.1095 

аА“ ——— 
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4.23 a-i. 220 10165 EL br F = 


(Шш, Hu) ер.0,0.19245) 0.0.0.07 (0.222.0.0: 10,444,0.02 
kh am ЯЕ 0.TTTT 9. 370% 0,2743 . 0,0950 
r ËB сл; 8 0.2180 0.3256 б. 2897 0.0771 


4.24 мл Ћи. Po mO RW МЈЕРЕ DAA Mar ем, Was 0.5, 6,8 
= 2630 =н], (G> ВЕЗИ Ж (0, 0) = 1.5538, u(0,5, 0.0) = 1.2054, Ч 045, 
0.5) = 0.96429, 

4.25 JARAS HREM ti ЛА сев РІН ЖӨНІ, TRES 
402.0, 331.01, 270.13, 215.66, 165.38, 121.39, 80,00, 545.3 cB Hp sil m — 
Же ЛЕСІНЕ БӘЙ 

4.26 Бе хтб 28 КЕ ЈАЈЕ ТЕ ЫЛЫ м. влекОх( Он Он, 

Dx = (0,2, 0.2, 0.4, 0.4, 0,4, 0.4) 

Dy = (1,2,1,0,0.5,0,8,0,8,0,4.0,4,0,4,0.2,0,2,9.2,0,2,0,6,0,6,0,2,0,2) 

Не фр ЖЕ ЕД ЕТ д, W25W (арр ЕРОТ. НИИ, 

Теа = 293, за К, Та: = 292,38К, Tos = 390.46К, Гръ- 399,87К, 

Тр, = 292.04К, Туз = 290.29К, T, =292,54К, Ї:,-291,5:К, 

Т,с-288.63К, Гуза -280.89К, Түүүу-280.8ТК, Tiis =280.81К. 

4.28 Нат ит, НЯ ЕМЕА, 

T,-345.74K, Те = 329.18К, ТГ,-409.51К, Гу 373.93К, 

T1:-378.46 K, 

4.29 Жл РИ A F, ВК Л ШШ F ЖЕ JE y ЖЕҢ ЈЕ ЛЫ 

Ох-іг2,0,2,0,2.0,1.0,0.6,0,4,0.4,0.8,1.0,2.0,2.0,2.0% 

Dy = 11.6,0-4,0.4,0.4,0.4,0.4,0,4,0,4,0,6,1.0; 

xx РЕНЕА НОВ М 131130 1-50; 节点 (70,71,72,43,74» ЗУ ж СТВ, 
19, 80, 81, 8299 ЖЫН ЛИ 8: 58, XXE E MF JE PR Ma ОН) A: BN VI. ВИ Ж 
BERE AU. "up 0.97145, 中 es = 1.0415, dio 1.2867, фуу — 1.4113, 

фуз = 1.5115, фуз =1.5973, фра = 1.8741, Bra = 0.93165, фур = 0, 8727, 

физ 0.7071, dai 0. 4077, фаз = 0.0, 


r 5 4 — 1 Q -41 
n 5 q -1 -а 
4.31 [K eom 21 0 5 о -а 
| 0 -1 Ü 5 -4 
L £ -4 -4 -а 16 


4.38 Wi = Li -i Wa-LiLi-d30, Уз= Lalla- 13, 
Vas ALiLa, Ws= ALL a, a AL La. 


* 625 • 


4.19 ТП 1⁄2 
440 Yia- 32F Lsf 647» — 1) 


4.43 и 1 О-лу(ї-&), des Тазфас-т, 


| 


фу - = а + ËyC1 + ар Š, é = -EHDE 


Ps E(t 
4.44 Pi, i=l, 2, 8, АЛЬРЧ YF 6 TE МЭ #8 PE БА НЕ Ж; Фин Роа Це 
Qi = (55 — 17, Фа- (15 — 1), фз = (57 17, білі 106 
4.45 EJEA 


J oswa- whadu- P tusa #3 = Q 
PE Г = 
V.( uu - раја гау = 0424-55, Iva ору 
ге ` K ` т т 1 Fo z 


Xp, P = беј, пә) 42514: С, ВП Батик ле py, М.Ч«- па па 
有 有限 元 矩阵 ил, ЧЕ» qz НИ — Vi; X fe ПЯ, 社 ， 


2, эф 
K1! = 0 кі? = |, : эд w dri ки = 1, а Ay W dzdy 
Ба = 4.9.5, как?  КЮМ--| --фф,агтйу 
г 5 atk 
K 22 = #2 59 А К ка 200 КА? = к?? 7,320, 


4.46 (ay 让 分 方程 式 : 
у. 2 
0 = MI - e c OM, - D11M;3 PPE ф өтіңіз 


aw А 
ü = MES йн —u (ПМ; 一 ETE - ф ИР из: 


зи ЭМ, эн ӘМ» sp, Zu a'w jazd 
9-7 dus ә. әт ` ə әу t 24433 Gray aray (€ 8890 


; СЕТ 
- Ще 3H t РИГА 21; ч, ат í 


ин, ің») vc НЫ p L НМ. MH ЕН bK в, На 


PLU 2: 
эт ay 
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әМ, ам. aim ə3ru ) 

з= ar "e+ эр" - Pais “кіру |" aray? C4 
271 2 

p 2-277 Ра: 8 Ds-D,, D,g-oDj,, 26-8 
эхэд 11 22 11 12 11 33 = 1+8 


4.47 ДР 


| 1 -1 -11| 
- 1 - 1 
114 2 2493 
Гю ар 1 - 1 — 1 
| 1 1 — 1 1 
Гол -17 
p | -1 1 |. 
[K125 = за 21 1 | = [Кі 
| 1 - 1-4 
шин 
1 1 – 1 
„ткиву a ' _ _ 02.296 1 
|К131-1К3 1 = 2Б | ~ 1 i rk223.: кеген 21 
ісі 13] 
5 [1 ! р 
ГК: = [KE 3237 = Dues | | «Ен = -Dr LK22 1 


4.48 CELHA ма. ат, [K1?]- Кл = [511], Казј= [K1] = [422], 
EE*215 - Пр 81, ГЕ231-(К321Г- 12051], СК ја - 0,157, жи, 
[511], [52232105 14954,7. 

4.51 P-M,/2, Џ,=6, Џа=0, Fast, Dist, Ех -Р, баве Р, 
Ел, Ба. Е.Б, НЕНА, 


(а + ДУА 2 =i Б Ё 
4.53 ску- C | ийн T ñ= 24141) 


4.54 ШЕ ир pBgL о а гр = {F1} Сі) 
КК НТ | (Е сїт) 


k 
аф, d : 
К,, = | "du dy dy Gus |оља 


Ей = ЕГІ Pc -8( РОЈ Ръзв 4), 


Ез» AR) vto a Q- (S) me 


ШИН шата тін НЫ-0, О ВУ ЕТИКА ЛЕНЕ T, НЕК 


A 
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Ас и) РОУ ТРЖНИ, + ПЕТЯ Р. ON BR ш S 8182 МА 
бі), ЖЖ, актив Ирене o P 134, 
4.56 НИ СИ И 34.195, ПРИ, 
|! = p. US ров j. Qi. da dg 


Я, ded438-H B АБ Е а, 
СА = 10) 


к.- | (45. э, ЭУ 233 rdy 
= 


эх sk ән ән 
oT 
с-ф, «лэг eds 
4.55 Пк Шан = Пее У ЛИ У ,= И з=-- = Ка = Та = Ur. s = r 
= Св = Рова Ра = ag- 0.0; Еър. = Рав. = 1 19, = 1927. = Раз 


Клу = Fa, = Pao = Рат, = 0.0, 
4.59 и. МЕМЕННИЕОЫН ЫСЫП НИЕНІ W Ré ЛА У ӨСЕ 
МТ Ey, A O AbT AME р Е Е 0, cfi АЕ BD K F ВЕ leo, 
4.60 (O 在 边界 节点 上 + m= 0.0; ОНТ ЕЗ,к?.0; ПУ S Д.Е 
S. = 0.0. 8.31 4.95, 
(фу жіп CHPSEO УЖЕ, m= У. = 0.0: ЖА (ВЕ? АЕ, 
= У. 5.- 0,0: 在 沿 对 称 畏 的 节点 上 见 (a) 。 
(єз {НЕЁ ХЕ ЗН ИА Там, ээ, = 0.0, 


4.61 КЕ = ав, + Dos y Y ' 


КАР = Эа В. об + Ligh + Тоз?) 


EK? 一 Ри y (Е ваа, + 1,.8, + Тозу, J 


КР - v (19,1 В, Юззу ко + port L1 oo2,2, + Па Е, В, ru) 


г l Guy, tm y + Бан, S, rl yt y +В) + Fez vv 
4.63 МО, | 
хм ЕЛЕНА С —- ју Аі 24.0 
охот: Ау = 20.77 
іхі= МЕНА, Ај= 24.0 
ох ДЕ р. А, = 21.66 


4.65 (акт Am фиат (a- lam ди,» м (iy. + РУЖА 
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ЖОР, Ы. e HU ID, ЭЛЭЭЖ, 350 = зам Ня. 


14 n 
E _ _ ИЕ 24; ә әу, т 
4.66 Kuuj={F} ко- | | ( су. Аы ЭГ": 


АШ. x dr 
au Е + 1 е 1 
a | (а ат +.) di | . ) аха 


ОНО, На, — «ЭЭ ЈЕЛИ ë ЛИТЕ ко жыны ат, Sh. 


I -= д 
x = 3 


| -20444а — с— 402 с—зай 20с аа) "| 
ЕК А -е- igg 一 26+ Дай 260 — пя, с- тай 
12 — € — 268 一 4203-0204 (204 daa r 一 dag 

| 200 аа) - £ - па — с— ааа с + 4400 1 


Жоан, G= Авг. 
4.67 (by х= LOC LS, уз ара а 28), 
J= $ (67.5 + 7,51 31089250, 


4.68 1.(7.Т083,8.5417,3,16ө Т,8.33339, 
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Ер 

Continuity ЖА. 

of dependent variables [ЧАШ 
НУ 

interelement А2 


-с. TEL —rman—a ШИН бур == шиврээ Да „а-н waman panpaman алт ----- .. 


Continuit» conditions р 
£F 

Continuity equation ЖИВЕ 

Convection heat transfer 
X] ТЕ 35 

Convective boundary Нав 

Convective coefficient б Аж 
3 

Convective conductance 
і TE 


Convective terms 


对 流 


传递 项 

Жо, 

ОГ Courant method 
的 一 

criterion for nonlinear proble- 
ms 非 线 性 问题 准则 || 

definition of ~ ЕБУ 

НЕ EY Ж 

of finite-element solulion 有 有 
PR ЖЕНИ ~ 

rate of ~ HÆR 

of Ritz soiution Ritz ##1-- 

Convex domain ҚЫ 


Convergence: 


THE T: E 


in energy norm 


Coordinate functions(see App- 


roximation  tunctions) ДАР 


p X CR ашу РА AO 
Coordinates: AFE Ey 
area Ш 
localiclement 

ida 
n&turaitnormal) 


йу? 


global 
DE EC JÈ 


НЕН} СЕК 


886134 


transformation of — рулу МА 
Couette ficw Couctte 流 
каня 
Cramer jj. ul 
Crank 


Coupled problems 

Cramer's rule 

Crank-Micoison scheme 
-Мї1ссо1500 3E 

Cubic elements sy 7j fk ЭС 

Cylinder, flow about а ЈЕ 
HR. МЕКИ 

Data: ЖЕ, 

discontinuous КЕ ВЕР ~ 

generation of ~ 

输入 | 

computer program FEM1D НЫ 
ЭЛЯ РЕМІр 

computer program ҒЕМ?О + 
算 宙 程序 EEM2D 

computer program PLATE ir 
THLTÉRHREPLATE 

ТА ER 

Deerees of freedom: 

global 284 

locali БАЈ 

primary(see Primary variables) 
TES CHAY FE 

secondary (see Secondary vari- 
ables) WAJ СМК 

Dependent variables HÈ 

Ріїѓетепііаї ацчайопа: 14 ЗА 

B 

coupled ЗЕН 

fourth-order ДИК 

齐 次 的 


input 


smooth 


на НЕ; 


homogeneous 


+ 664 • 


përtial 


8 
second-order СН 

Direct approach 直接 法 
Direction cosines ТІНЕ 


Dirichlet boundary conditions 


Dirichlet 155454 
Discretization of domain ВДУ 
离散 性 
Discretization error 离散 误差 


Displacement model {у 7 
Displacements, generalized (568 
Generalized | displacemenis) 
ме, Г X dp МАЊЕ) 
Divergence theorem Ж Biz qm 
Ж; 
сопуех m ЗА ЈЕ ~ 
discretization of (see Discreti- 
zation of domain) М P 
WE T E EE) 


multiply connected 


Domain: 


Ж. РЕН Л 


simply connected fist РЕВЕ ВТ 

Eigenvalue probjem Е 值 闻 
ЯН 

Eigenvalues 特征 情 

Trib ** 

Elasticity 弹性 

静电 学 


Element calculations 


Figenvector 


Elecirosiatics 

и Ж 

Element coordinates (тее Local 
coordinates) E& Jú АИ fg € Ur, 5) ЯВ 
АА) 


Element equations. 单元 方程 
Th 

assembiyof ~. HE4 

derivation of 一 的 推导 

За до B ЕЕ 


组 性 单元 的 


Element matrices; 

for linc elements 

for rectangular element ЈЕ 
单元 前 一 

for triangular element 
单元 的 一 

(see also Coefficient matrix) 
С йр М, ВАЖЕН КЕ) 

Element numbering 

ла 

Баг (see Bar element) 
СМ Р ФЕН) 

beam (see Beam element) 382 
~ СМЕ А тв.) 

brick #-- 

compatibte 


三 角形 


单元 编号 
Elements: 


ЕЕ E~ 


Ж ~ 

constant strain triangle (CST) 

МУЛЕН ЈЕ ~ 

cubic зг ~ 

electric resistor 

frame МЕН 

high er-order 高 次 一 

等 参数 ~ 

line (see Line elements) 25Ё-- 
( 13, £x 88:12) 

master {see Master elements) 
= — REFL) 

mixed (see Mixed elementis) iE 


FE EH — 


isoparametric 


ше ca ла. rrr 


fr CH GRE ED 
pipe flow 管 流 一 

МЕТ КЕ 
ЧЕ ЗС PS ~ 


plane elasticity 
plate bending 


prism ЖЕ} ~ 


quadratic I {R =- 

Yectangular (see Rectangular 
elements) ВС Сизена 
m 


serendipity ЧОЇЇЇ--, у ~ 
space-time (time-space) m[— 
Z3 д. 
spring 5 W&— 
subparametric ~ 
зиретрагате с === 
四 面体 一 
transition р ~ 


tetranedral 


triangular(see Triangular е1е- 


ments) = «ИЖЕ 
单元 ) 

(see also Finite elemenis) СЖ 
МЯН FR 

Energy 8, 

potential ~ 

strain м ' 

Energy equation 能 量 方程 式 
Energy norm ДЕН 

convergence in ~] г cu 

error in ~ 28 
Equilibrium conditions = 
A tF 

Error 4355, 


approximation 近似 法 一 


VIS 

离散 化 和 ~ 

НЕ ~ 

estimate (see Error estimate) 
{йг E СМ, ERE fl 89 

ЕН 

in finitc-cIement зчоргохипан ог, 
ЗГ л ҮД» 

giobal ар 

integration #1452 

XE A= 

quadrature ~ 

~ Bh ПА 

various measures of 
ны 


Error estimate 


boundarv 
discretization 


in energy 


finite nrithmetic 


pointwise 


sonrccs of 


一 的 生 种 


Essential boundary conditions 
(see Boundary conditions, 


essential) Жо ЛЕ FPF СЕ, 
x 57-25 PE, Ak EID 


Euler scheme Euler ЖЕ 
Evaluation of boundary 
intcerals (522 — Doundary 


integrals, cvaluatjon of) 1% 
ЗЕТА Ж. (БІЛ PE Pi 2») ја 
143 

Exact inteeration 3 ИН Ё 15 

Exact solutions НЯ 

Film coefiicient (see Convective 
coefficient) ЕЖ (m {F МЕ 
系数 ) 

Finite-dificrence method ЯМ 
次 分 法 
“ 666 9 


Fipite-element mesh: Ж НЕЗЕ 
МЖ 

coarse И ~ 

generation of — БА» 

nonuniform АШИ ДУ ~ 

of rectangular elements HJE 
ВА Bp 

tefincd Ane Ву 

of ir'angujJar elemenisz 
BÉ ne 


uniform 


ELE 


FAL Б A 

Finite-elemen: method: 4 ЈЕ 
元 法 | 

basic concept of ~» у 3: eod 
Же 


rir 


— ЕРА ЭХ КЕ 


error in ~ ИЕ 28 


convergence of 


implementation of 一 的 执行 程 
НЕ | 
steps involved in — RÉ F ДЕ 
Finite-element models: ЖА 
元 模型 ， 
сї bars 术科 人 一 
IE |] ~ 
of fluid Ном ШВЫ 
ЊЕ ЗН ~ 
ме ВЈ 
of plane elasticity -E ЯМ РЕ Ја] 
Rš FJ — 
of plates 


of beams 


of frames 


of heat transfer 


of torsion ШД) 
4 BIG 
iwoparamewic E exci) 


Finite elements: 


Тастапес family of 
Lagrange 

HE JE RJ ~ 
= I 


master Е 


rectangular 


triangular 


ВЕ: Су 
kH TZ SJ ~ 
网 面体 的 一 
= ЙЕР —— 
ВЕ (Hh) 
E~ 
serendipity family of 
ЇН ЛЖ 


space-time (timc-space) В-#3 


prism fbrick) 
rectangular 
tetrahedral 
triangular 
prism (brick) 
rectangular 


~ На 


Ux ES ~ 
fü ed -— 
四 面体 的 一 
it 
triangular 三 角形 一 
First variation БИКЛЕЯ- 
Flexural rigidity i25 mi НЕ 
Flow: ijj 
beneath a coffer dam B JE F 
的 一 
Couette Couette м 
about а cylinder ХЕ == 
地 下 水 一 
E FE J ~ 
ЈЕ ~ 
pipe 管 一 
radial hent 


mzubparametric 
surzetnarametric 
tetrahedral 
transition 


groundwater 
irrotational 


laminar 


саен 
ETE 


viscOUEr 


~) 


viscous lubricant ХЇЙТЭН 

Fluid: ЖИ, | 

ideal 理想 的 一 

incotnpressible 不 可 压强 的 一 

squeezed between plates ҮЕ 
Fd 2 1а] ВЧ 

Fluid flow, finitc-element 
model of 液 流 ， 一 的 有 限 元 
异型 

Force vector ЛЕЩ, 

global (assembledy р г-- (8 
合 的 一 ) 

Forces, generalized (see 
Generalized forces) 
Хо «ИГУ» 

Ji T Ha 
alternative ЖР 
ПЕЕ ~ 


A. г 


Formulations: 


displacement 
mixed 混合 一 
pressure-velociiy 8-3 ж HE 
iE ER — 
stream function-vorticity WM 
—— ў Ж ~ 
variational {ее 
formulation) ЛЕ (Di. 
方程 ) 
velocity potential ЛЕ - 
Fortran it 


stream function 


Мама опа! 


Fortran statements 
ға) 

Fourier heat conduction 

Fourier$i је = 77 РА 

Fourth-order differential 


equation 


» 66 7 > 


МЕМ 
HE SR 6 JÚ 
Free-body diagram ШЕЕ 
Full integration 全 积分 
ҰР 0: 
bilinear РЕ 
definition of ~ НЕ x 
一 的 域 
线性 一 
penalty ~ 
二 次 一 
symmetric м 
variation of ае s 
Functions, admissible 

ЯН УНЭ» 


approximation (see 


equations 


Frame element 


Functionals: 


domain of 


Tinear 


quadratic 


вж, 


Approximation functions) 

АҢ foto CN, e TEL ИП) 
interpolation (see Entetpolation 

functions) 3 ЇН-- СА Ф818 ра 


Жо» 

Galerkin method Galerkin 法 

Gauss elimination Gauss 消去 
法 

Gauss-Legendre quadrature (see 
Gauss guadrature} Gauss- 
LegendrefH 57 yE (М Сама 13, 
> 

Gauss points Gauss 

for one-dimensional elementa 
一 维 单 元 的 一 

tor rectangular віспелін #82 


Hi Jú Hy 


* 609 е 


for triangularelements = >= 
P. yu BJ ~ 

Gauss quadrature (Gaussj#r яу 

方 释 式 一 

poinis for лед 

weights for ~ $£ 

Generalized displacements г 
X Bri 

Generalized forces ГУ 

Generation of data 数据 的 产 
АБ 

Geometric boundary conditions 
几何 边界 条 件 

Global interpolation functions 
总 的 插值 函数 

Gradient operator ЊЕ 

梯度 定理 

Groundwater (seepage) flow ИВ 
РЖОВЕ 

Half-bandwidth ЖЕНИ, 

Heaviside step function 


formula 


(Gradient theorem 


Heavisideklr A 3 

Hermite interpolation Hermite 
НН 

Higher-order elements ноте 
元 


Homogeneous boundary 
conditions УАЗ: 
Homogeneous differential 
equation Жїк ЛЖ 
Homozeneous essential bouncary 
洗 次 基本 边 A 48 


сола111055 


性 


Homoseneous initiai conditions 
ЖҮК MISS GE 

Homogeneous natural boundary 

жік F] ЕШ E AR 40 

Ideal fluid ЇН: {Ж 

IHti-eonditioned matrices 
3B [BE 

Impermeable boundary РЯ 
i 

Incompressible fluid 
Ву Ж 

Inconsistent mass matrix ЛУД 
A hh Et +E EF 

Independent variable, fixed 

ЛЕШ, {Н 

T) ЕЕ 

HIE [nl 


conditions 


#9 oux 


Я RJ He 38 


value of 

Та 143 conditions 

Initial-value problems 
RU 

Insulated boundary ЮМ ЖАН 
5 

Integral form #14 

ЖА жа 

error in ~ 35 

Ни 

full A 


(Gauss-Legendrc Gauss- 


Integration: 


exact 


Legendre. 


ве- 


Newron-Cotes 


mixed 

ISuwton- Cntes 
~ 

numerical ЖЕ ~ 

over а master rectangular 


ЕЕ 


Element 


~ 


Over a master triangular 


element ВЕШ Ја ЕНЕ 
by paris 部 分 一 


points (see Integration points) 
kác- CIEL EX 

reduced В 

Integration points: ЖАЗЫ, 

for Gauss quadrature Gauss 
ЗА 2 ~ 

for Newton-Cotes quadrature 

和 分 一 

Interelement boundary 单元 间 
xim 

Interelement continuity 2800 
间 的 连续 性 

Internal forces, equiliprium of 
БИ, ~ Hyd 

Interpolation functions 
ЭС 


derivation of 


Newton-Cotes 


88 (Ë РА 


— HU г 

Гог four-node rectangular 

PH 1$ s XB ES Вал. BJ ~ 
ГӨ: рын 


Hermite Hermite- 


element 
global 


Lagrange family of ~ Á} 
Lagrange 
for line elements 


缀 性 单元 的 


и 


properties of 


一 性 质 


for three-node triangular 


= Р=тјита 
e 66529 ч 


element 


~ 

for two-dimensional elements 
ВИ] ~ 

Trrotational flow ТЗ УРТ 

Isoparametric elements SE Ze Xr 
л. 

Isotropic ma:erial 
+ 

Iterative solution ЕП 


85 ЛЕЙ 


аш fei] 421 


of the ttansformation 


Lani 


Jacobian matrix Јасові н ре 
~ БЕЈ ЗЕ уй 
Lj Ва 


Lagrange family: 


inverse of the 

L. norm 

Lagrange PPE 

有 限 元 的 一 

of interpolation functions 48 
Fi P 7 ~ 

of rectangular elements БЭР 
ЖЕ ~ 

of triangular elements 
"Ronde 

Lagrange multiplier 
те 


Laminar flow 58 


of finite clements 


= #21 


Lagrange 


Laplace equation Laplace 7j же 


X 

Laplace transform method 
Laplace- ЖАУЫ 

Laplacian operator Laplace Ж. 
+ = 


Least-squares method ж] 


PULL 


e 6570) * 


Legendre polynomial  Legerdre 
d Im 

Line elements БТЕ Вт: 

element matrices of — É Tú 5B 

р | 

interpolation functions for ~ 
HJ ЕЕ ра 

summary of ~ ИН if 

Linear acceleration method “à 
hil ж? | 

Linear form (functionab ЖМ 
СЕ) 

Linear operator 线性 算 子 

Local (element) coordinates 
кі Am) 坐标 

Local support КЕР 

Lubricatton: ЇЇ ЇЕ, 

in slider bearing ЇЇ: ~ 

— E: TE: 

Lumped mass matrix ЖЭ ЛЖ 
XE ET. 


Magnetostatios 


theory of 


静 磁 党 
Mass matrix ЛЕН РЕ 
АНЕ ~ 
жив 
lumped 338 — 


Мав1ег elements 


consistent 


inconsistent 


主 单元 

ВЕЕ ЗА) ~ 
ABE 
tettahedral ШЕ ~ 
т%Ж-- 
Matrix: #E EE 


Ega 


prism (brick) 


rectangular 


triangular 


assembled 


sparseness of 一 的 新 入 性 

banded жу... 

bandwidth o? 一 的 带 帘 

Coefficient (see Coefficient 

matrix) 系数 (Еж) ~ 

column 71 ~ 

condensation — ЗИ =- 

connectivity (see Connectivity 
matrix) 

consistent mass #47 

element 单元 

calculation of 一 的 计算 

stiffness БАР 

(See also Element matríces) 
СКЕ 765b PE) 

ill-conditioned = 

inconsistent mass PHA БШ 

mass (see Mass matrix) НІМ 
(hL БРЕ > 

partitioning of му Н 


ярагвс ий 

symmetric ХЇР —— 

Matrix ormulation of plane 
elasticity equations · ^F gis 
ЇЕЛ T ILE YE Eg А, 

Measures of error ЁЗЕН 


Membrane, transverze deflectio 
BE. — НГ} 55 ВЕ 

Mesh: Ы 

粗 的 一 

generation of 一 的 划分 

Bonunidlorm 不 规则 ~ 


соатес 


PE SEPE (HL РЕ). 


of rectangular ¿elementa ЦЕ 
单元 的 一 

refined НЫ у= 

Of triangular elements = #l JF 
单元 的 ~ 

nniform 规则 的 ~ 

Mesh refinement, conditions on 
мате, 2648 

Methods: СУ». 

collocation 排列 一 

gr 


Courant- 


composite bodies 

Courant 

Crank-Nicoison Crank- 
Nicolson += 

Galerkin 


least-squares 


Galerk i пл. 

Bes TB: Ы 

Newmark integration New mark 
Hish 

Ncw ton-Raphson Newton- 
Raphson= 

penalty {see Penalty method) 
ij- СА, > 

Petrov-Galerkin — Petrov- 
Galcrkin- 

Ritz (seg Ritz method) Вил 

СЕК Иа) 

variational ид 

weighted-residuai ШОН Ж H- 

Mixed Боллйату conditions 
iir x WEGE 

Mixed elements HS Bš JG 

Mixed formulation ВАЛ 


а 
«6719 


Alixed integration 8 e tH sy Z 

Mixed variational Iormutation 
ме po ME SEN 

Multiply connected domain = 
连通 域 

Natural boundary conditions 
яК A PE 


Natural convection ПИ 
Naiural (normal) coordinates 
НЭХ СОР ЖР 
Малага? vibration 自然 振动 
Navier-Stokes equations 
Navier-Stokes 六 程式 
Networks: ЮЙ 
electrical H ~ 
ЛЭ» 
Neumann boundary 
Neumann ih P 26 EE 
New mark integration method 
New лак н 25 ЋЕ 
Newton-Cotes quadrature 
New tan-Cotes 4813 
integration points for =ñ] ЯҢ 


hydraulic 


conditions 


Zt КА 

weighting coefficients for ~ 
BJ Jr ДЭ #= c 

Кода! degrees of freedom (see 
Primary vatiables) 节点 自由 
НЕ СМ БЛЕЗ) 

Nodeless хата Ве ЯЕ ЛУ 


Wades: HX d. 
definition of ~ ЕУ 
ы m ~ 


* 577» 


global 


numbering of ~ Du ВЕ 
Nonhomogeieous boundary 


conditions ДЕЯ ЗЕ TE 


Nonhomogeneous initial 


conditions ЗЕЛЕ J 
Monlinear орегасок ЈЕг РЕВ 
-f- 
Nonlinear problems ЗЕРЕН 
ЯЛ | 
convergence criterion Гог оле у) 
СМЕ МЕ) 
Nonuniform mesh — 3x BE PS А 
Norm Ш 


energy ВЕЕ ~ 
Normal coordinates (see 


Natural coordinates) ЖЕЛЕ 
ж С ААА 
Mumberine scheme — i =) |] 


Numerical inteeratiomn (see 
Quadrature) 4 (W, 
求 积 法 ) 

Operator; BT- 

BS BE ~ 

ЛА ~ 

Laplacian Laplace Ay 

КЕ 

JEER TE ~ 
变 分 的 一 

Orthotropic material 
异性 材料 


Partial differential equations 


gradient 


integral 


linear 
nonlinear 


variational 


ar AE 1] 


(зав Differential equations, 
partial ил ЛТ СЯ 


ле, ~) 
Partitioning of matrices 
НЗ 
Pascal's iriangle Разса1-:24 MH 
Регану method |: 
for incompressibte fluid flow 
ART ЈЕ НН NLIS) ~ 
Penalty parameter 258384 
Permeability ЗЕТЕ 
Physical apptoach у 
Piezometric head 测 压 计 头 
ЁСОН 


Ai АЕ 


Pin-connected trusses 
28 
Pipe flow ЕЯ 
Pivoting НЯ 
Plane elasticity, finite-element 
PBU ТЕТЫ ЕҢ, ~ 
E ВВ pu ЛЭ 
Plane strain Eph ДУ ЛР 
平面 应 办 
a AR 25 BH 


Tnodeseis of 


Plane stress 
Plate bending 
Plates; Я, 
bending of (see Рае bending) 
"енің Ирин) 
buckling load for ~ Ей 
ура 
circular ~ 
finite-element models of — A 
Ёл 
fluid squeezed between — јара 
НЕЕ РЕВЕ ВЕ 
rectangular НЕШ — 


zhear deformation theory of 


“енінен 

equations of -- а 

variational formulation of ~ 
[S ЫБ ЫРУ ЖЕ 

Poisson equation Poisson 5 € 
зА. 

10 three dimensions 
~ 

Postprocessing of the solution 
NS ES ла ДЕ ВИ EE FF 

后 处 还 程序 

Potential energy Ф Е 


= {н} ЕТ 


Postprocessor 

Prandtl stress function Prandtl 
ЛУ Зр РА Ж 

Prandtl theory of torsion 
Prandtl Я BE № 

Preprocessor БАР Р Py 

Pressure-velocity formulation 
НЕ лу - Е ВЕ ју Жізі 

Primary variables ЛЕВ 

Primitive-variable model {seg 
Pressurc-velocity formulation) 
AU ARTE Eb NATU (DL FE JJ- PB HE J; 
Жа) 


Prism (brick) elements МЕ 
CHO Зети 

Processor Ab HE ТЕ ЈГ 

Quadratic elements TIEL 

Quadratic functionals 二 次 证 
= . 

of penaity method ПЕ 

Quadrature: #2} 2: 

Quadrature error НН 


» 53 = 


Quadrature pointe: 和 分 点 


for rectangular elements Н 
moni 


for triangular elements Белі: 
МЕ љ И ~ 

Quasi-variatioflal formulation 
ЯЛЛ АЕ 

Radial symmetry Хр 

Rate of convergence у ац ЗА 

Rectangular array ФЕЯ 

Rectangular elements  5BJÉ 8 
хы 

element matrices of 一 的 单元 
EPE 

five-node ААА 

four-node Чр 

higher-order Ир ~ 

mesh ої 一 的 网 格 

quadrature points for М 
жм 


Rectangular finite element 5B 
JÉ £M 
Rectangular plates WH E Y ds 
Reduced integration — Er fir # р 
Refined mesh 加 工 的 两 格 
Residual sË EV 
Rigid-body motion ij pk ix 2] 
Ritz approximation  Kitzi R 
法 
Ritz cocíficients Бі? АШ 
В Е 
Convergence іп МЕ 
Secund-order Jdifferentisl 


Ritz method: 


* 674 • 


equations х PR py r EE И 

ЭН 

Зеєраєс(лєй Flow, groundwater) 
ERU СМЖ, ИРЛЭЭ 

бели стег approximation + 
m ur foL 

of heat transfer (and like) 
problems НЫЕ (ue due 
WO Вт. — 

of incompressible fluid Ном 


Anf EE ЯА НЕ Pg, [o] ЕД 


Secondary variables 


problems 
的 一 
Serendipity 581 
Shape functions Я 
(See also Interpolation 
Cs LR ii a ЖО) 
Shear deformation theory of 
Fw By n ЛЕ ЛЕ ла тр; 
Shcar force БЇЛ 
Simply connected domain М 
№ МЕШ Б 
Simpson's rule SimpsonjR) р 
ТВ 
EPOR ма 
Slider bearing АРЫ ДЕ 
Solution of equations 
ay fet 


Sources of error 


func'ions) 


plates 


Singular matrix 


Singular points 


Л bi. 


vx ЖЕ UW 
Space-time (time-space) element 
时 - 空 单元 

spring element мл 


Stability, mimericai 


ЇН B3 ~ 


Static boundary conditions Ю 
дәл ЕЕ 
Stiffness matrix; 
banded 和 带 状 一 
РЕ 
for Беат Ж. 
单元 一 
Hë pt — 
locking of ~ дуң 
c- НУ 


svmunctry of (See also 


РЕЈ HE Хи PE a 
for bar 


element 


fot frame 


spáarseness of 


Coefficient matrix) 一 的 对 
ЖЕТЕ (JF X ФЕН BE) 
Stoke's flow  Бтокез yi 
(See also Viscous flow) 
С М, ҖЕ PE SL 
Strain MAF 
Sirain-displacement relations 
Ју ЛЕ ВЕ ЋЕ X: Ж 
Strain energy М ЋЕ 
Stream function formulation 
35b PE d Уу {М 
Sireamlines 
Stress JV J 
Stress function, Ртапап 47 3j 
4 №, Prardtl 


Siress-s:rain relations {кее 


TE £228 {Ж 


Constitutive relations) 应 办 

м ЖА CU ЁК М] XX) 
submatrix Зеле 
Subparametric element 

单元 
Supcrparametric element HE 


ТЕЖ 


== —= =. w — .- —— ---- - - 


мил 
Supmetric ЖК 
Symmetric, bilinear form 对 
symmetric matrix »Trón EE 
Тауіст Ж 
Temporal approximations BFF 

ЖЕ; | 
те Tsor product 


Taylor series 


sk BE 
iA EE 
pi py {Ж 5g. 


Test functions 

Tetrahedral elements 
JG 

Thermal conductivity 导热 性 

Theta family of approximations 
Xr foL T5 B0) 0 3: 

Threée-dimensional problems 
= МЕ [e] Ей 

lime approximations 
fu 

Time-dependent problems 15 
Егін) ЭЕ B О EB 

Time increment (see Time step) 
Ну fe] B£ (ла Ер Тау аја) 

Time-space {space-time} 

81-25 (55-Ё|) 48826 

Time step н] ја Ең 

Torsion РЕЗЕ 


R [RT ү 


element 


Total potential energy (see 
Potential energy) ЗДЕСЯ 
ЗА RED 

Transformation: ЛУ 


ЖК — 


of element matricea РА. ЛИН РЕ 


of coordinates 


® 675 = 


Transformation matrix Е 
Bi 

Transition element 转换 单元 

Transverse shear strain $i 
Ву ју ЧЕ 

Trapezoidal rule ЖИ 

Triangular elements 三 角形 单 
2s 

element matrices of ~ mf EE n 
кв PE 

four-node Fd ~ | 


higher-order Miga 

mesh сі — BU 9 

quadrature points for гч ВЯ 

threc-node 三 节点 一 

Triangular finite element 2: 
EARE 


Truss element (see Frame 


element) 2 S «ndum 
ЁОЛ 

Unconditionally stable methods 
3155 BF ЛЕ TE 

Undetermined parameters 待定 
2x 


Uniform mesh 38 5 
Unit normal АЊА 
单位 失重 
Е, 
dependent Е ~ 


Unit vector 
Variables: 


primary (sec Primary variables) ， 


Ж) а САЛЕ) 
676 = 


secondary (see Secondary 

Uo CAL UE SERE) 
HE 4: 
calculus of ~ mH *K 
first -- Ур 
D£ a functional 
laws of ~] Wij 
Variationa! approximation over 


variables) 


Variation: 


07 БЕ 


an element МЛИН 

Variational calculus ЖИ 

Variational equation Œ 4A 
程式 

Variational formutation “Éy 
Т. 

of boundary-value problema 
ХОЛЫН P i — 

over an element 单元 的 一 


of cquations over ап element 
WL Ju ЕЈ ~ 
of heat transfer through апа 


anisotropic HEGE AIA oj TE 
介质 热传导 的 一 

ОТ incompressible fluid flow 
不 可 压缩 液 流 一 


mixed $ ~ 

of penalty finite-element model 
罚 有 起 元 模型 的 一 

of shear deformable theory of 
plates УЖЕ 


и 


Мага топа?! methods: 


变 耸 法 : 
近似 性 的 一 


of approximations 


经 典 的 一 


comments on 寿司 的 评论 
дЕ Ap ia H 
Variational solution ЛЕ 


Мага спа! operator 


Variational symbol (operator) 
ЖР (运算 ) 

Velocity potential з ВЕ #5 

Velocity potential formulation 


ЈЕ BE ЭЛС 
Vibration, natural фра), МН 


Viscous flow ЖЕ 
Vorticity ЖЕН 


Wave equation 波动 方程 
Wave propágzation problems 


JE fS In) 


Weak formulation (see 
Variational formulation) 3g 


- EL s r. —-. m m — mu линия Д-ДИ, ауу -- м.м - € 


ОЕ ЖҚ (МЛ Uy WO 


ДИ РД Er 
Weighted-residual method 加 
TUE ЈА 
Weighiing coefficients Ж 
AN 


. for Gauss-Legendre quadrature 


Gauss- Legende И 4r $E у 
for Mewton-Cotes quadrature 


Newton-Cotesfi ЖЕСІН — 


for rectangular element EJE 
单元 的 一 

for triangular element = fg IË 
Зы — 


Weights of the quadrature 
formula ЯРКИХ 


